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PRÉFACE. 



Depuis la première édition de cet ouvrage- 
en 1 7^3 , sous le nom d'Essai sur les Ma- 
chines en général , il en a paru sur toutes 
les partiesr de la mécanique , de si beaux 
et de si étendus , qu'à peine doit-il rester 
quelques souvenirs du mien* Cependant , 
comme il contenoit quelques idées nou- 
velles pour le temps où il a paru , et qu'il 
est toujours utile d'envisager les vérités 
fondamentales des sciences sous les divers 
points de vue dont elles sont susceptibles , . 
une nouvelle édition m'a été demandée , et 
plusieurs savans m'ont fortement engagé à 
la donner. Il m'a paru aussi qu'on souhai- 
toit qu'il y fut ajouté quelques développe- 
mens qui en rendissent la lecture plus fa- 
cile y c'est ce que j'ai fait. Ces développe- 
mens- ont nécessité un nouvel ordre dans 
les matières 7 et rendu décrit plus volumi- 
neux. Comme de ces^ changemens- il ré- 
sulte un? ouvrage en quelque sorte tout 
nouveau y a» moins pour la forme, j'ai éga* 
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lement adopté un autre titre qui me paroît 
mieux convenir aux généralités dans les- 
quelles je me suis renfermé. 

Quant au fond même , j'ai ajouté peu do 
chose , excepté pour ce qui a rapport au 
fameux principe de la moindre action. 

Maupertuis avoit , comme on le sait , 
donné la première idée de ce principe, 
tant pour le cas où le mouvement change 
par degrés insensibles , que pour celui des 
changemens brusques. Mais comme il n'a- 
voit , pour ainsi dire , qu'entrevu assez 
vaguement ce principe qu'il avoit tiré des 
causes finales , il ne mit aucune différence 
entre les deux cas dont nous venons de 
parler. Il y en a cependant une très-grande, 
et pour appliquer le principe de la moindre 
action à chacun d'eux , en donnant à son 
énoncé la clarté nécessaire et la précision 
mathématique, il faut en faire deux propo- 
sitions qui n'ont rien de commun , ou 
plutôt il en résulte qu'il y a deux principes 
exacts, mais très-différens l'un de l'autre f 
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auquel Te principe vague de Maopertuis a 
donné lieu, l'un applicable exclusivement 
au cas où le mouvement change par degrés 
insensibles , l'autre exclusivement ^ relu* 
du choc des corps ou des changemens' brus- 
ques. 

Euler, sans renoncer à l'explication mé- 
taphysique tirée des causes finales , sépara 
le premier de ces deux cas du second r 
fît Je ce premier Cas une proposition rigou*- 
reuse , et l'appliqua en particulier à une 
trajectoire décrite par un mobile soumis 
aux lois de l'attraction 7 ajoutant néanmoins 
q,ue le principe devoit s'étendre à tout sys- 
tème de corps soumis à de pareilles loi», e!> 
agissant d'ailleurs les uns sur les autres 
d'une manière quelconque , soit immédia- 
tement , soit par de* machines. Mais il s'a- 
gissoit d'établir ce fait , et ce fut Lagrange 
qui y parvint par les procédés du nouveau 
calcul qu'il avoit inventé et qu'il nomma 
calcul des variations. 1 1 prouva , de la ma* 
Bière la plus élégante r que là proposition» 
d'Euler pour le ca5 oit le mouvement chan 
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par degrés insensibles, étoit en effet géné- 
rale pour un système quelconque de corps 
soumis aux lois de l'attraction exercée en 
raison d'une fonction quelconque des dis- 
tances. Il fit voir de plus , comment de cette 
proposition on peut , dans chaque cas par- 
ticulier, déduire l'état de mouvement du 
système pour chaque instant. Or c'est à 
cettebelle proposition qu'on a proprement 
attaché le nom de principe de la moindre 
action. 

Pour ce qui regarde l'autre cas, c'est-à- 
dire la proposition de Maupertuis , en tant 
qu'elle se rapporte au choc des corps ou 
changemens brusques quelconques , je ne 
sache pas que personne eût encore essayé 
de l'exprimer d'une manière précise , ni à 
plus forte raison de la démontrer , avant la 
première édition de cet ouvrage. Je crois 
même qu'on l'avoit toujours regardée , au 
moins comme douteuse , et peu digne de 
l'attention des Géomètres, à cause du vague 
dans lequel l'auteur l'avoit laissée. Mais il 
est certain qu'on peut faire disparaître ce 
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Vague, et qu'il en résulte un très-beau prin- 
cipe , qui seul et indépendamment de tout 
autre , suffit pour trouver dans tous les cas 
possibles l'état de repos ou de mouvement 
d'un système quelconque de corps , agis- 
sant les uns sur les autres par chocs ou 
changemens brusques , soit immédiate- 
ment, soit par l'entremise des machines. 

Dans cette nouvelle édition , j'ai déve- 
loppé ce que j'avois dit à ce sujet dans la 
première , et j'ai fait voir que ce principe a 
lieu réellement pour les corps doués de 
di vers degrés d'élasticité , aussi bien que 
pour les corps durs. 

Au reste la méthode générale que j'avois 
suivie dans la première édition de cet ou- 
vrage , différoit principalement de celle 
qu'on suit pour l'ordinaire , en ce que je 
rapportois tout à la percussion des corpd 
ou changemens brusques, et que je re- 
gardois la simple pression d'où naissent 
les changemens opérés par degrés insensi- 
bles , comme un cas particulier du problême 
général. En conséquence , ma théorie ne 
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put être fondée précisément sur le principe 
des vitesses virtuelles, dont l'importance est 
aujourd'hui si bien connue paF l'heureux 
«sage qu'en a fait Lagrange dans sa Mé- 
canique , mais qui n'est point applicable 
sans modification au choc des corps. Je par- 
tis donc d'un principe différent, mais qui est 
fort analogue , ou plutôt qui n'étoit que ce 
mêmeprincipe des vitesses virtuelles étendu 
convenablement ; cette généralisation con- 
sistait à substituer aux vîtessés virtuelles 
qui sont infiniment petites,des vitesses finies 
que je notnmois géométriques /j'ai conservé 
Cette base dans l'édition présente. Il en ré- 
sulte une sorte de théorie nouvelle sur une 
classe de mouvement , qui est moins du 
ressort de la mécanique que de celui de la 
géométrie. Ces mouvemens géométriques 
sont ceux que peuvent prendre les diffé- 
rentes parties d'un système de corps, sans 
se gêner les unes les autres , et qui par 
conséquent ne dépendant point de l'action 
et de la réaction des corps , mais seule- 
ment des conditions de leurs liaisons , peu- 
vent être déterminés par la seule géomé- 
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trie y et indépendamment des règles de la 

dynamique. 

». 

Il y a deux manières d'envisager la mé- 
canique dans ses principes. La première 
est de la considérer comme la théorie des 
forces , c'est-à-dire des causes qui impri- 
ment les mouvemens. La seconde est de la 
considérer comme la théorie des mouve~ 
mens eux-mêmes. Dansle premier cas donc , 
on établit le raisonnement sur les causes 
quelles qu'elles soient , qui impriment ou 
tendent à imprimer du mouvement aux 
corps , auxquels on les suppose appliquées. 
Dans le second , on regarde le mouvement 
comme déjà imprimé , acquis et résidant 
dans les corps ; et l'on cherche seulement 
quelles sont les lois suivant lesquelles ces 
mouvemens acquis se propagent , se modi- 
fient ou se détruisent dans chaque circons- 
tance. Chacune de ces deux manières d'en- 
visager la mécanique a ses avantages et ses 
inconvéniens. La première est presque gé- 
néralement suivie , comme la plus simple ; 
mais elle a le désavantage d'être fondée 
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sur une notion métaphysique et obscure 
qui est celle des forces. Car quelle idée 
nette peut présenter à l'esprit en pareille 
matière le nom de cause? il y a tant d'es- 
pèces de causes ! Et que peut-on entendre 
dans le langage précis des mathématiques 
par une force , c'est-à-dire , par une cause 
double ou triple d'une autre ? On conçoit 
parfaitement en calcul , ce que c'est que 
deux quantités de mouvement qui sont ea 
raison donnée; mais qu'est-ce que le rap- 
port de deux causes différentes? Ces causes 
sont-elles la volonté ou la constitution phy- 
sique de l'homme ou de l'animal qui par 
son action fait naître le mouvement ? Mai* 
qu'est-ce qu'une volonté double ou triple 
d'une autre volonté , ou une constitution 
physique capable d'un effet double ou tri- 
ple d'une autre ? La notion du rapport des 
forces entre elles considérées comme cau- 
ses , n'est donc pas plus claire que celle de 
ces forces elles-mêmes. 

* • 

Si l'on prend le parti de ne point distin- 
guer la cause de l'effet , c'est-à-dire , si Ton 



Digitized 



PRÉFACE. xiij 
entend par le mot force la quantité de mou- 
vement même qu'elle fait naître dans le mo* 
bile auquel elle est appliquée, on devient 
intelligible, mais alors on revient précisé- 
ment à la seconde manière d'envisager 
la question , c'est-à-dire , qu'alors la mé- 
canique n'est plus autre cbose que la théo- 
rie des lois de la communication des rnou- 
vemens. Mais tant qu'on regarde ce mot 
cause comme répondant à une idée pre- 
mière, il faut convenir que le vague dont 
on vient de parler subsiste , et qu'alors 
toutes les démonstrations où le mot force est 
employé, portent avec elles un caractère 
d'obscurité absolument inévitable : et voilà 
pourquoi dans ce sens , il ne peut y avoir 
par exemple, suivant moi , aucune démons- 
tration rigoureuse du parallélogramme dos 
forces : la seule existence du mot force 
dans l'énoncé de la proposition rendant 
cette démonstration impossible par la na- 
ture même des choses. C'est * qu'il est 4oiir 
» jours, dit le grand Euler, extrêmement 
;» difficile de raisonner sur les premiers 
* principes de nos connoissances , et que 



xiv PRÉFACE. 

» nous sommes plutôt destinés à nous ser* 
» vir de nos facultés qu'à en approfondir 
» la nature ». 

Cette obscurité disparoit, comme on le 
vient de dire, dans la seconde manière 
d'envisager la mécanique , mais il arrive un 
autre inconvénient ; c'est que les principes 
fondamentaux, que dans le premier cas on 
établit comme axiomes , à la faveur de l'ex- 
pression métaphysique dont on se sert , 
c'est-à-dire, du mot force, ne sont, dans ce 
second cas , rien moins que des proposé 
tions évidentes, et que pour les établir , on 
reconnoît bientôt la nécessité de recourir à 
l'expérience. 

Ainsi, par exemple, dans le premier cas, 
on ne fait aucune difficulté de prendre pour 
axiome, qu'une force peut être censée ap- 
pliquée à un point quelconque de sa direc- 
tion; mais dans le second, on ne peut pas 
dire que le mouvement d'un corps existe 
où ce corps n'existe pas lui-même. Dans le 
premier cas, une fois qu'on a passé sur 
l'obscurité de la notion du mot force , on 
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conçoit ce que c'est que plusieurs forces 
appliquées à un même point suivant diffé- 
rentes directions ; dans le second , on ne 
sauroit concevoir ce que c'est que des quan- 
tités de mouvement dirigées en différens 
sens , et cependant coexistantes dans un 
même corps ; puisque ce corps ne peut 
aller par plusieurs chemins à la fois ; on ne 
peut donc considérer ces différens mouve- 
mens , que dans des corps différens eux- 
mêmes , qui par leur choc sont forcés d'en 
changer ; et c'est la loi de ces changemens 
qu'il faut trouver. 

Dans le premier cas , une fois la notion 
des forces admise , il est facile d'établir les 
lois de la statique , et de-là , on passe aisé- 
ment par le principe de Jacques Bernouilli 
et d'Alembert aux lois du mouvement; 
dans le second , au contraire , on est forcé 
de commencer par la dynamique, et de ne 
considérer la statique que comme un cas 
particulier des principes généraux ; celui 
où tous les mouvemens le détruisent. 

La première méthode offre donc beau- 
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coup plus de facilité; aussi est-elle , comme 
je Vax observé ci-dessus , presque généra- 
lement suivie. Cependant j'ai adopté ici 
la seconde comme je Pavois déjà fait dans 
la première édition ; parce que j'ai voulu 
éviter la notion métaphysique des forces , 
ne pas distinguer la cause de l'effet , en un 
mot, tout ramener à la seule théorie de la 
communication des mouvemens. 

En suivant cette marche , on reconnoît 
bientôt , comme je l'ai dit ci - dessus , 
la nécessité de recourir à l'expérience, 
et c'est ce que j'ai fait, sans négliger 
néanmoins de m'appuyer sur les raison- 
nemens qui peuvent la confirmer de la 
manière la plus plausiWe , ou servir à en 
généraliser les résultats par induction. J'ai 
même employé quelquefois le nom de force 
dans l'acception vague dont j'ai parlé ci- 
dessus ; j'ai , par exemple , donné une dé- 
monstration du principe des vitesses vir- 
tuelles qui pourroit passer pour exacte, si 
cette notion des forces étoit une fois accor- 
dée ; mais tout ce que j'ai établi sur cette 
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notion , je ne l'ai donné que comme un ap- 
perçu, une indication propre seulement à 
diriger les recherches rigoureuses aux- 
quelles il faut toujours revenir. Aussi ai-je 
ensuite donné, de ce même principe , une 
démonstration uniquement fondée sur les 
lois de la communication des mouvemens , 
démonstration qui est la même que celle 
que j'avois donnée dans la première édition , 
mais que j'ai développée avec tout le soin 
que mérite un principe aussi important. 

L'ouvrage est divisé en deux parties : 
la première est proprement la partie expé- 
rimentale , c'est-à-dire , qu'elle renferme , * 
les notions préliminaires , et les faits sur 
lesquels est fondée la mécanique, dévelop- 
pés et étendus par analogie autant qu'il a 
paru nécessaire pour écarter le vague des 
principes généraux qui en dérivent. 

La seconde commence au point où j'ai 
considéré la science comme cessant d'être 
expérimentale pour devenir entièrement 
rationnelle , c'est-à-dire, où les principes 

b 
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m'ont paru être suffisamment établis pai; 
l'expérience, pour n'avoir ensuite plus 
besoin que du raisonnement. Elle renferme 
les conséquences qu'on peut tirer rigoureu- 
sement des premiers principes une fois re- 
connus et les formules qui les expriment , 
et par-là elle rend la science susceptible 
des applications du calcul analytique. 

J'ai terminé cet ouvrage comme dans la 
première édition , par des réflexions géné- 
rales sur l'application des forces mouvantes 
aux machines j tout le monde répète que 
dans les machines en mouvement , on perd 
toujours en temps ou en vitesse ce qu'on 
gagne en force ; et cependant , on ren- 
contre à chaque instant, des personnes qui , 
quoique instruites de ce principe , ne peu- 
vent se résoudre à renoncer à mille projets 
absurdes. Ils soupçonnent toujours qu'il y a 
dans les machines quelque chose de magi- 
que. Les preuves qu'on leur donne du con- 
traire ne s'étendent ordinairement qu'aux 
machines simples ; aussi ne croient-ils pas 
celles-ci capables d'un grand effet j mais il 
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faut faire voir qu'il doit en être de même 
dans tous les cas imaginables j on ne parle 
guère que de celui où il y a seulement 
deux forces dans le système , et Ton se con- 
tente , pour les autres , d'une analogie t 
voilà pourquoi ces Mécaniciens espèrent 
toujours que leur sagacité leur fera décou- 
vrir quelque ressource inconnue , quelque 
machine qui ne soit pas comprise dans les 
règles ordinaires , ils se croient d'autant 
plus sûrs de la rencontrer, qu'ilss'éloignent 
davantage de tout ce qui paroît avoir de la 
relation avec les machines usitées , parce 
qu'ils s'imaginent que la théorie établie pour 
celles-ci , ne peut s'étendre à des construc- 
tions qui leur semblent n'y avoir aucun 
rapport ; c'est en vain qu'oD leur dit que 
toute machine se réduit au levier r cette 
assertion est trop vague et trop tirée, pour 
qu'on s'y rende sans un examen profond ; 
ils ne peuvent se persuader que des machi- 
nes qui paroissent n'avoir rien de commun 
avec celles qu'on nomme simples , soient 
sujettes à la même loi , ni qu'on puisse pro- 
noncer sur l'inutilité d'un secret dont ils 
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n'ont fuit confidence à perspnne : de -là 
vient que les idées les plus bizarres , les 
plus éloignées de la, simplicité si avanta- 
geuse aux machines , sont celles qui leur 
fournissent le plus d'espoir. 

• • • ■ * 

* _ * * 

Le moyen de détruire cette erreur , est 
sans doute de montrer que non-seulement 
dans toutes les machines connues , mais 
encore dans toutes les machines possibles, 
c'est une loi inévitable , qu'on perd tou- 
jours en temps ou en vitesse ce qu'on gagne 
en forte ; et d'expliquer clairement ce piue 
signifie cette loi ; mais il faut , pour cela , 
s'élever à la plus grande généralité possi- 
ble 9l ne s'arrêter à aucune machine parti- 
culière, pe s'appuyer sur. aucune analogie; 
il faut enfin une démonstration générale , 
déduite immédiatement et géométrique- 
ment des premiers axiomes de la mécani- 
que : c'est ce qu'on a tâché de faire j on a 
beaucoup insisté sur ce point fondamental, 
et je ne sais si Ton aura réussi à le mettre 
dans un assez grand jour. On a lâché de 
montrer quel est le véritable but des ma- 
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chines : s'il n'est pas raisonnable d'en atten- f 
dre des prodiges hors de toute vraisem- 
blance , on verra qu'il leur reste encore 
assez d'objets d'utilité pour exercer la 
plus brillante imagination. 

Les réflexions que je propose sur cette 
loi , me conduisent à dire un mot du mou- 
vement perpétuel , et je fais voir non-seu- 
lement que toute machine abandonnée à 
elle-même doit s'arrêter , mais j'assigne 
l'instant même où cela doit arriver. 

On trouvera encore parmi ces réflexions 
une des plus intéressantes propriétés des 
machines , qui , je crois , n'avoil pas en- 
core été remarquée ; c'est que pour leur 
faire produire le plus grand effet possible , 
il faut nécessairement qu'il n'arrive aucune 
percussion , c'est-à-dire que le mouvement 
doit toujours changer par degrés insensi- 
bles ; ce qui donne lieu , entre autres cho- 
ses , à quelques remarques sur les machi- 
nes hydrauliques. 

Au reste , il ne faut point s'attendre à 

i 
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trouver ici un traité de mécanique ; mon 
objet , ainsi que le titre l'annonce , a sim- 
plement été d'en exposer les principes les 
plus généraux aussi exactement qu'il m'a 
été possible. 
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PRINCIPES 

FONDAMENTAUX 

DE L'ÉQUILIBRE 

E T 

DU MOUVEMENT. 



PREMIÈRE PARTIE. 

Notions préliminaires. Hypothèses admises 
comme lois générales de l'équilibre et du 
mouvement. Conséquences déduites de ces 
-hypothèses. 

1* Cette première partie n'est à proprement 
parler, qu'un exposé des principes qui doivent 
être démontrés dans la seconde. C'est un coup- 
d'oeil jeté d'abord sur l'ensemble de ces princi- 
pes, afin d'en étudier l'esprit, de se familiariser 
avec les termes, d'en fixer la signification , moins 
par des définitions serrées et presque toujours 
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obscures pour ceux à qui elles sont nouvelles, 
que par des développemens relatifs à nos sensa- 
tions ordinaires , et par des rapprochemens di- 
versifiés, qui font peu à peu disparoître le vague 
dont sont ordinairement accompagnées des no- 
tions trop succinctes. 

Ce n'est pas que dans cette première partie 
elle-même j'aye négligé l'exactitude des expres- 
sions : j'y ai mis au contraire , autant de jus- 
tesse et de précision qu'il m'a été possible ; j'y ai 
confirmé les résultats de l'expérience par les rai- 
sonnemens qui m'ont paru les plus plausibles , 
et je m'y suis servi de ces mêmes raisonnemens, 
pour généraliser par induction ces résultats isolés. 

2. Les anciens établirent en axiome que toutes 
nos idées viennent des sens : et cette grande vé- 
rité n'est plus aujourd'hui un sujet de contes- 
tation. 

Il suit de-là , que toute science quelconque 
tire ses élémens de l'expérience, puisque les pre- 
mières idées qu'elle puisse combiner sont le ré- 
sultat de nos sensations , qui ne sont autre chose 
que les données de l'expérience. 

« D'où l'homme tire-t-il , dit Locke, tous ce* 
» matériaux qui sont comme le fond de tous ses 
» raisonnemens et de toutes ses connoissances? 
» Je réponds en un mot, de l'expérience. C'est-îà 
*) le fondement . de toutes nos oonnoissancss ; 
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)) c'est de-la qu'elles tirent leur première ori- 
)> gine ». Essai sur F entendement humain. 

Cela est vrai pour toutes les sciences même 
les plus abstraites, pour les mathématiques pures 
en particulier 5 car ces sciences ne sont autre 
chose que des séries de raisonneraens établis sur 
la quantité. Or, quelque abstraitement qu'on 
puisse considérer la quantité, l'idée qu'on s'en 
forme est toujours le résultat de l'expérience , 
puisqu'il n'y a que nos sensations qui puissent 
nous la donner. 

3. Cependant les sciences ne tirent pas toutes 
un même fonds de l'expérience : les mathéma- 
iiques pures en tirent moins que toutes les autres; 
ensuite les sciences physico - mathématiques ; 
ensuite les sciences physiques, çt entre celles-ci, 
les unes en tirent plus que les autres, suivant 
qu'il est plus ou moins difficile de lier les faits 
par l'analogie , de les rapporter à des phéno- 
mènes généraux , et de les assujettir à des échelles 
de comparaison plus ou moins précises. 

4. Il seroit sans doute satisfaisant de pouvoir 
assigner au juste dans choque science, le point 
où elle cesse d'être expérimentale pour devenir 
entièrement rationnelle : c'est-à-dire, de pour- 
voir réduire au plus petit nombre possible les 
vérités qu'on est obligé de tirer de l'observation, 
et qui une fois établies, suffisent pour qu'étant 
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combinées par le seul raisonnement, elles em - 
brassent toutes les ramifications de la science : 
mais cela paroît très-difficile. En voulant remon- 
ter trop haut par le seul raisonnement , on s'ex- 
pose à donner des définitions obscures , des dé- 
monstrations vagues et peu rigoureuses. Il y a 
moins d'inconvénient à tirer de l'expérience plus 
de données qu'il ne seroit peut-être strictement 
nécessaire : seulement la marche peut paroître 
moins élégante ; mais elle est plus ferme et plus 
assurée. 

5. Les premiers pas utiles qu'aient faits les 
philosophes dans la recherche des lois de la na- 
ture , ont certainement été de comparer entre 
eux les phénomènes dont tous les yeux sont 
frappés , de les expliquer les uns par les autres , 
de réfléchir sur les pratiques grossières dont les 
arts se composent à leur naissance pour les per- 
fectionner. « Si l'antiquité de la mécanique, dit 
» Bossut , datoit de l'usage qu'on a fait nécessai- 
» rement du levier ou de quelques autres ma- 
» chines simples , aussi- tôt qu'on a voulu cons- 
» truire des cabanes , des instrumens propres au 
» labourage, elle remonteroit presque à l'origine 
» des sociétés». Mécanique , Discours préli- 
minaire. 

G. C'est donc dans l'expérience que les hom- 
mes ont puisé les premières notions de la méca- 
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nique. Cependant les lois fondamental es déséqui- 
libre et du mouvement qui lui servent de base, 
s'offrent d'une part si naturellement à la raison , 
et de l'autre, elles se manifestent si clairement 
par les faits les plus communs , qu'il semble 
d'abord difficile de dire , si c'est à l'une plutôt 
qu'aux autres que nous devons la parfaite con- 
viction de ces lois, et si cette conviction parfaite 
auroit lieu sans le concours de ceux-ci avec la 
première. Ces faits nous sont trop familiers , 
pour que nous sachions jusqu'à quel point, sans 
eux, la raison seule pourroit établir ses défini- 
tions ; et d'un autre côté, si la raison ne servoit 
à lier ces faits par l'analogie, ils nous paroi- 
troient trop isolés pour que nous pussions les 
ériger en principes. Or ce sont ces vérités élé- 
mentaires, considérées par les uns comme sus- 
ceptibles d'être démontrées avec le seul raison- 
nement , par d'autres , comme de simples résul- 
tats de l'expérience : ce sont , dis- je , ces vérités 
fondamentales que j'expose dans cette première 
partie, en m'appuyant sur l'une et l'autre de ces 
bases, et sans examiner davantage si, suivant 
l'expression du programme de l'Académie de 
Berlin , ces vérités sont nécessaires ou contin- 
gentes. 
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• » . . • 

Des idées -primitives concernant la matière , 
V espace , le temps , le repos , le mouve- 
ment; ûc. 

* t 

7. La première règle à établir dans une re- 
cherche aussi délicate que celle des lois de la 
nature , est de n'admettre que des notions aussi 
claires que peuvent le comporter les bornes de 
notre esprit. Nous devons donc rejeter les défi- 
nitions de matière , de temps , # espace , de 
repos , de mouvement, comme des expressions 
qu'il est impossible de traduire par des expres- 
sions plus claires , et les idées que ces expres- 
sions font naître en nous comme des idées pri- 
mitives au-delà desquelles il n'est pas possible de 
remonter. 

Mais ces expressions une fois admises , nous 
concevrons facilement ce que c'est qu'un corps , 

une vitesse , une force motrice , &c. 

» 

8. Le corps est une partie déterminée de la 
matière. 

Q. L'espace apparent qu'occupe un corps , 
s'appelle son volume; l'espace effectif qu'occupe 
ce même corps ou sa quantité réelle de matière, 
se nomme sa masse. * 

Lorsque le corps est tel qu'aux parties égales 
de son volume répondent toujours des parties 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. 7 

«gales de sa masse , on dit qu'il est d'une densité 
uniforme , ou qu'il est également dense dans 
toutes ses parties ; et le rapport de la masse au 
volume , ou le quotient de Tune par l'autre , 
s'appelle densité de ce corps. 

Mais si à des volumes égaux répondent des 
masses inégales, on dit que la densité est variable, 
et pour chaque particule de matière, on appelle 
densité le volume de cette particule divise par 
sa masse, ou plutôt, la dernière raison de ces 
deux quantités. 

Les vides ou interstices logés entre les parties 
de la matière, et qui font que le volume ou l'es- 
pace apparent est plus grand que l'espace réel , 
se nomment pores. 

10. L'expérience apprend que tous les corps 
connus sont poreux , mais que leur masse est 
irréductible. A la vérité , cette irréductibilité 
n'est point exclusive à la matière ; car si l'on en- 
fermoit , par exemple ^ un pied cube d'eau dans 
un vase capable de contenir deux pieds cubes , 
on auroit beau transporter ou agiter ce vase , il 
resteroit toujours un pied cube d'eau et un pied 
cube de vide. Le vide n'est donc pas plus réduc- 
tible à un espace moindre que le plein - 9 mais cette 
irréductibilité , en tant qu'elle est considérée 
dans les corps , se nomme impénétrabilité. 

11. Les corps jouissent encore de plusieurs 
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autres propriétés que l'on considère en mécani- 
que; telles sont la solidité 9 la fluidité , la roi- 
deur y la flexibilité , la dureté , Y élasticité et la 
mollesse. Les notions quenous pouvons avoir de 
ces diverses propriétés sont trop dans l'essence 
primitive des choses, pour qu'on puisse en don- 
ner proprement des définitions : nous devons 
nous borner à des indications suffisantes pour 
établir entr'elles des distinctions non équivo- 
ques. 

12. Les corps solides sont ceux dont les par- 
ties sont adhérentes les unes aux autres , comme 
la pierre , le bois , &c. 

Les fluides sont ceux qui se trouvent divisés 
en parties si fines , qu'elles échappent à tous les 
sens aidés des meilleurs instrumens. Tels sont 
l'eau , l'air. Un fluide parfait seroit la limite vers 
laquelle tendent tous ces fluides à mesure que la 
ténuité des particules est plus complète. Onignore 
s'il existe un pareil fluide. 

l5. La roideur ou Y inflexibilité , est la qua- 
lité des corps qu'on ne sauroit plier ou courber, 
telle qu'on Fattribue ordinairement , par la pen- 
sée, aux barres ou autres instrumens dont on 
se sert pour soulever des fardeaux , les porter ou 
les pousser. 

La flexibilité ou souplesse est , au contraire, 
la qualité des corps qui peuvent être phés sans 
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effort, telle qu'on l'attribue aux fils ou cordons 
avec lesquels on fait des noeuds , on attache , on 
tire des niasses , soit directement , soit en les fai- 
sant passer sur des rouleaux, sur des poulies, &c. 

l4. La dureté ou incompressibilité , est la 
qualité qu'ont certains corps de ne se prêter , 
quoique poreux comme tous les autres , à aucun 
changement de volume. Le terme de dureté est 
plus particulièrement employé pour les corps so- 
lides ; et celui à* incompressibilité pour les flui^ 
des : on pense que les plus petites particules de 
tous les corps sont dures. L'eau est un fluide in- 
compressible. 

\J élasticité est la qualité qu'ont certains corps 
compressibles de revenir d'eux-mêmes , lorsque 
la compression cesse, à leur premier état. Un 
corps parfaitement élastique seroit celui dans 
lequel la compression et la restitution s'opére- 
roient par les mêmes degrés en sens opposés. Ces 
corps s'appellent corps élastiques ou à ressort. 
L'ivoire , l'acier trempé , le verre , sont des corps 
solides élastiques ; l'air , les gaz , «ont des fluides 
élastiques. 

Les corps mous sont ceux qui , étant compri- 
més , restent dans l'état où la compression les a 
mis , tels que le plomb , la terre glaise , &c. 

Au reste , la nature n'offre aucun corps par- 
faitement dur, parfaitement élastique ou par-* 
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faitement mou. On les suppose tels par abstrac- 
tion , et comme limites des objets réels qui frap- 
pent nos sens. 

1 5. La mécanique est la science qui apprend 
à connoître, en chaque circonstance, l'état de 
repos ou de mouvement d'un système de corps 
proposé ; c'est-à-dire, les rapports qui existent 
entre les masses de ces corps, les chemins qu'ils 
tendent à décrire , ceux qu'ils parcourent en effet, 
et les temps qu'ils emploient à les parcourir. Elle 
se divise en deux parties , qui sont la statique et 
la dynamique. 

La statique considère l'état d 5 'équilibre , c'est- 
à-dire , l'état d'un système de corps qui demeure 
en repos , malgré la tendance que chacun d'eux 
a à se mouvoir. 

La dynamique considère l'état de mouvement 
que prend un système de corps par l'effet de 
leurs tendances particulières, et de la gène qu'ils 
peuvent éprouver en vertu de leur impénétra- 
bilité. 

La mécanique , la statique et la dynamique 
des fluides , se nomment hydraulique , hydros- 
tatique et hydrodynamique. 

16. La masse des corps , l'espace qu'ils par- 
courent, et le temps qu'ils emploient à le par- 
courir, se combinent de bien des manières dans 
la théorie de l'équilibre et du mouvement $ il eû 
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résulte plusieurs fonctions qui reviennent très- 
fréquemment, et auxquelles , pour abréger , on 
a donné diyers noms particuliers. Les princi- 
paux sont ceux de vitesse , quantité de mouve- 
ment y force ou puissance , force accélératrice 
ou retardatrice , force motrice , force mouvante, 
force vive , moment, quantité d'action. Nous 
donnerons successivement la notion détaillée de 
chacune de ces quantités , et l'origine de cette 
notion. Nous placerons seulement ici , en atten- 
dant, la simple définition de chacune d'elles. 

17. Un espace parcouru, ou une ligne quel- 
conque divisée par un temps i s'appelle en géné- 
ral une vitesse (1). 

m ' . I 

(i)Ces deux quantités, l'espace et le tchips, étant hété- 
rogènes , ce n'est pas précisément du quotient de l'unè 
par l'autre qu'il fc'âgit , mais du quotient dés rapports que 
ces quantités ont à leurs unités respeolives f conformé- 
ment à l'usage admis dans la géométrie , lorsqu'il s'agit 
de diviser , par exemple , une surface par une ligne, ou 
de multiplier une ligne par une autre. Cela a lieu égale- 
ment dans toutes les parties des mathématiques, lorsqu'il 
s'agit de multiplier l'une par l'autre des quantités con- 
crètes, ou de diviser l'une par l'autre des quantités hété- 
rogènes. Ce ne sont pd* Ces quantités mêmes qu'on ex- 
prime par les caractères algébriques*, mais les nombres 
abstraits qui forment les quotiens de ces quantités par 
leurs unités respectives. Cette remarqué une fois faite , 
doit servir pour tous les cas de même nature, et nous n'y 
reviendrons plus. 
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Une masse multipliée par une drîtesse , ou le 
produit d'une masse par une ligne divisée par un 
temps , s'appelle quantité de mouvement. 

Une vitesse divisée par un temps, s'appelle 
force accélératrice ou retardatrice. Ainsi une 
force accélératrice ou retardatrice est, en géné- 
ral , le quotient d'un espace ou d'une ligne divi- 
sée par le carré d'un temps. 

Le produit d'une masse par une force accélé- 
ratrice ou retardatrice, s'appelle en général force 
motrice. 

On comprend sous la dénomination simple de 
force ou puissance ; les quantités de mouvement 
et les forces motrices. 

Le produit d'une masse par le carré d'une 
vitesse , ou par le produit de deux vitesses , ou, 
ce qui revient au même , par le produit d'une 
ligne et d'une force motrice , s'appelle force 
vive, moment de force motrice , moment d'ac- 
tivité. 

Le produit d'une masse par une vitesse et par 
une ligne , ou par le carré d'une vitesse , et par 
un temps, s'appelle moment de quantité de 
mouvement , ou quantité d'action. 

18. Ainsi, en général , si m représente une 
masse, e un espace, ou quantité linéaire % t un 
temps , 
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Toute quantité de la forme , ou réductible à la 

_ e 

forme - s appelle vitesse. 

Toute quantité de cette forme m- s'appelle 
quantité de mouvement 

Toute quantité de cette forme — s'appelle force 

accélératrice ou retardatrice. 

Toute quantité de cette forme m— s'appelle 

force motrice. 

Toute quantité de cette forme m- , ou de 

* 

e 

celle - ci m — , s'appelle simplement force ou 
puissance. 

Toute quantité de cette forme m — se nomme 

force vive , moment de force motrice , ou mo- 
ment d'activité. 

Enfin toute quantité de cette forme m — se 

t 

nomme moment de quantité de mouvement, ou 
quantité d'action. 

Reprenons maintenant chacune de ces notions 
en particulier. 



I 
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; 

Des mouvemens uniformes et variés en général^ 
des vitesses et d& V estimation de ces vitesses 
suivant des directions quelconques. 

19. Un corps qui en temps égaux parcourt; 
toujours des espaces égaux, est dit se mouvoir 
uniformément, et son mouvement s'appelle mou- 
vement uniforme. Si au contraire , à des temps 
égaux répondent des espaces inégaux, le mou- 
vement s'appelle mouvement varié. 

20. Dans le mouvement uniforme, on appelle 
vitesse (17) le rapport de l'espace parcouru au 
temps employé à le parcourir, ou le quotient du 
premier par le second. / 

* 

2 1 . Puisque dans le mouvement uniforme les 
espaces parcourus en temps égaux sont toujours 
égaux , il suit que l'espace parcouru dans un 
temps quelconque, divisé par ce temps, est tou- 
jours le même ; c'est-à-dire , que dans le mouve- 
ment uniforme la vitesse est constante. 

23. Si Je mouvement est V^rié, on prend un 
intervalle infiniment petit, et l'on appelle, pour 
chaque instant, vitesse du mobile , le rapport de 
l'espace infiniment petit parcouru dans cet ins- 
tant à la durée de ce même instant , ou plus 
exactement, la dernière raison de ces deux quan- 
tités. 
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• 

23. Lorsque la vitesse augmente toujours en 
temps égaux de quantités égales, le mouvement 
est dit uniformément accéléré. Si au contraire 
elle décroît toujours de la même quantité en 
temps égaux , le mouvement est dit uniformé- 
ment retardé. 

24. On distingue les vitesses en vitesses ab- 
solues et vitesses relatives. La vitesse absolue 
d'un corps est sa vitesse réelle et effective 5 celle 
qui sert à mesurer la quantité dont il se rappro- 
che ou s'éloigne des objets qui sont regardés 
comme fixes dans l'espace. La vitesse relative de 
deux corps , au contraire, est celle qui sert à me- 
surer la quantité dont ces corps se rapprochent 
ou s'éloignent l'un de l'autre dans un temps donné. 
11 ne nous est pas possible de juger d'une manière 
certaine , si la vitesse apparente de tel ou tel 
corps est réelle ou non , parce que nous nç savons 
pas si nous sommes emportés avec lui d'un mou- 
vement commun ou non. C'est ainsi que pendant 
long-temps on a cru que la terre étoit fixe dans 
l'espace, parce qu'on jugeqit par les apparences, 
et l'on a eu beaucoup de peine à revenir de cette 
erreur. 

2 5. La droite ou la tangente à l'élément de la 
courbe que décrit à chaque instant un corps en 
-mouvement, se nomme direction de sa vitesse. 

On représente également les vitesses quant à 
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leurs valeurs, en prenant sur leurs directions des 
parties proportionnelles à ces mêmes valeurs. 

2D. La projection d'une vitesse sur une droite 
quelconque, se désigne sous le nom de vitesse 
estimée dans le sens de cette droite, c'est-à- 
dire, que si Aa (fig. 1) représente la vitesse du 
corps A, tant pour sa grandeur que pour sa di- 
rection , et que AB étant une autre droite me- 
née à volonté du point A, si du point a on abaisse 

une perpendiculaire ad sur AB, la droite Ad 

exprimera la vitesse Aa estimée dans le sens AB. 

Or il est évident que Ad = Aa.cos. aAB; c'est- 
à-dire, qu'une vitesse estimée dans le sens d'une 
droite quelconque , n'est autre chose que le pro- 
, duit de cette vitesse, par le cosinus de l'angle que 
forme la direction de cette vitesse, avec la droite 

proposée. J'appellerai aussi Aa la vitesse réduite, 
et l'angle aAB, l'angle de projection (1). 

27. On nomme en général vitesse résultante 
de plusieurs autres vitesses partielles ou compo» 

(1) Dana la suite, je me servirai souvent , par forme 

d'abréviation, de l'expression Aa Aa' pour représen- 
ter l'angle compris entre deux directions quelconques 

Aa, Aa'. 
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Santés , une vitesse qui , estimée suivant toute 
direction quelconque, est égale à la somme de 
toutes ees vitesses partielles estimées dans le 
même sens* 

Ainsi, par exemple , si Aa (fig. a) étant prise 
pour représenter la vitesse du mobile A, on mène 

par oe même point A deux droites Ab > Ac , telles 
<qu'en abaissant des points a, b 9 c , des per- 

pendiculaires au , bb' 9 ce', sur une nouvelle 

droite AB, menée arbitrairement par le point A; 

_ ... ____ • 

on ait toujours A a' = A£'~f-A<?', ou 
Aa . cos. Aa AB = Ab . oos. Ab AB -f- Ac . ces. Ac 'aB. 

La vitesse A a sera la résultante de Ab et Ac, 
celles-ci seront les vitesses composantes de là 

première , et l'on dira que la vitesse Aa peut se 

décomposer en deux autres Ab y Ac* 

28. Il est facile de voir que quelles que soient 
îdes vitesses partielles proposées , en quelque 

• 

nombre qu'elles soient , et soit qu'on les prenne 
ou non dans un même plan , il sera toujours 
possible de satisfaire à la condition proposée $ 
c'est-à-dire, qu'il existera toujours une vitesse, 
qui estimée suivant quelle direction l'on vou- 
dra, sera égale à la somme de toutes les vitesses 
partielles estimées dans le même sens* 
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Car soient (fig. 3) AB, AC , AD, AE les 
vitesses partielles proposées. Menons parle point B 

une droite Bc égale et parallèle à ACj par le 

point c, une autre droite cd égale et parallèle 

à AD; par le point d, une droite de égale et 

parallèle à AE. Je dis que la droite Ae sera la 
vitesse résultante de toutes ces vitesses partielles 
proposées. 

En effet, il est évident que si par le point A 

on trace une droite quelconque MN, et si des 
angles B , c,d 9 e du polygone , on abaisse des 

perpendiculaires Bb\ cc\ dd\ ee' sur cette droite 
MN, pour y déterminer les projections de ces 

côtés ; celle Ae de la droite Ae , sera égale à 
la somme de toutes les autres , ou à la somme 
des projections des vitesses partielles proposées , 
qui sont , par hypothèse , représentées par des 
droites respectivement égales et parallèles à ces 
côtés. Or ces projections des vitesses proposées ne 
sont autre chose (26) que les mêmes vitesses esti~ 

mées dans le sens de MN. Donc la vitesse A^ 

estimée dans le sens de MN prise à volonté, est 

égale à la somme de toutes les vitesses partielles 

. _ _____ t ' . -, » » > 

proposées , AB,AC, AD, A£, pareillement, 

estimées chacune dans le sens de MN. Ce qu'il* 
fattoit prouver. 
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Lia démonstration s'applique également, comme 
on le voit, au cas où toutes les vitesses partielles 
proposées sont dans un même plan , et à celui où 
«lies se trouvent dans des plans diflerens. . 

2 g. Le cas où quelques-uns des points b\ c\d , 
tomberoient de l'autre côté du point A par rap- 
port au point N , ne feroit point exception à la 
règle. Seulement le segment qui lui correspon- 
droit deviendroit inverse , et son expression de* 
viendroit négative dans l'équation , conformé- 
ment aux règles de l'analyse. En effet , on au/oit 
toujours : 

aJ.cos. Âi A AN = ÂB.cos. ÀB^AN + AC.cos. AC^AN 

mais alors les angles correspondons aux points 
qui tomberoient de l'autre côté du point A deve- 
nant obtus , leurs cosinus deviendroient négatifs. 

3o. Si les vitesses composantes se réduisent à 
deux, il est visible (fig. 2) qu'alors la vitesse 
résultante sera représentée tant pour sa grandeur 

que pour sa direction, par la diagonale Aa du 

parallélogramme Abac , dont les côtés A3, Ac 
représenteroient tant pour leurs grandeurs que 
pour leurs directions , les forces partielles. 

01. U est clair, de plus, qu'il n'y a qu'une 
manière de satisfaire à la condition proposée, et 
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que par conséquent , un système quelconque de 
vitesses partielles ne peut donner qu'une seule 
résultante 5 mais si c'est la résultante qui est don- 
née, il y aura une infinité de manières de la dé- 
composer en vitesses partielles, parce que sur 

une droite donnée comme Ae , on peut cons- 
truire une infinité de polygones différens , tant 
pour le nombre que pour les grandeurs et pour 
les directions des côtés. 

32. Enfin , il est clair encore qu'au lieu de 
chercher la résultante des vitesses partielles par 
le moyen du polygone ABcde , on peut d'abord 

chercher la résultante Ac de deux des vitesses 

partielles proposées , comme AB, AC; puis la 

résultante Ad, de la première trouvée Ac, et 

d'une des autres AD 5 et enfin la résultante Ae 

» • - 

de cette dernière Ad, et de celle qui reste AE; 
et cela , dans quelque ordre qu'on prenne ces 
vitesses partielles, et en quelque nombre qu'elles 
soient. 

33. Soit t le temps que le mobile emploieroit à 

parcourir uniformément la droite Ae 9 s'il étoit 
animépar la vitesse résultante que représente cette 

même droiteAe. Puisque les vitesses partielles sont 

_____ ... - 2_ 

représentées par AB , a£, AD, AE ; ces droites 
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* 

seroient respectivement décrites chacune pen- 
dant le même temps t, par le mobile qui la par- 
courroit avec la vitesse qu'elle représente. Donc 
puisque les côtés du polygone sont respective- 
ment égaux et parallèles à ces droites , il est clair 
que si le mobile parcourt successivement tous les 
côtés de ce polygone en suivant le périmètre 
ABcde chacun uniformément pendant le temps t, 
il arrivera , après tous ces mouvemens partiels , 
au même point e où il arriver oit après le seul 
temps t , s'il étoit animé pendant ce temps par 
la seule vitesse résultante. Ainsi , lorsqu'un mo- 
bile est animé d'une vitesse quelconque, on peut 
en quelque sorte le regarder comme animé tout 
à-la- fois de toutes les vitesses partielles dans les- 
quelles on peut décomppser cette vitesse totale. 

34. Lorsque toutes les vitesses partielles sont 
prises sur la direction même de la résultante, il 
est évident qu'alors celle-ci se trouve égale à la 
somme de toutes les autres ; et si parmi ces vitesses 
partielles , les unes sont prises dans le sens de la 
résultante , et les autres en sens contraire; celle- 
ci se trouvera être la différence qu'il y a entre la 
somme des vitesses composantes qui sont prises 
dans le sens de la résultante , moins la somme 
des vitesses composantes qui sont prises dans i« 
sens contraire. 
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De la quantité de mouvement en général, et 
des quantités de mouvement dites gagnées et 
perdues. 

35. On appelle en général quantité de mou- 
vement (17), le produit a une masse par un© 
vitesse. 

Le produit de la masse d'un corps par sa vitesse^ 
est appelé quantité de mouvement de ce corps. 

56. La quantité de mouvement d'un corps sa 
décompose comme sa vitesse. Elle n'est autre 
chose que le produit de celle-ci par la masse du 
corps. Ainsi la vitesse d'un mobile étant décom- 
posée en plusieurs vitesses partielles , le produit 
de chacune de ces vitesses partielles ou compo- 
santes par la masse du corps, est une quantité 
de mouvement partielle, et la vitesse totale ou 
résultante multipliée par la même masse , est sa 
quantité de mouvement totale , ou la quantité 
de mouvement résultante de toutes ces quantité» 
de mouvement partielles. 

. ày. L'idée de la quantité de mouvement est 
fondée sur une expérience très-simple. C'est que 
si deux corps parfaitement durs , deux globes , 
par exemple , ayant mêmes masses , viennent à la 
rencontre l'un de l'autre avec des vîtesses direc- 
tement opposées et égales , non- seulement ils s'ar* 

♦ 
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rêteroiit subitement au moment du choc , mais 
encore, quesi on vient à doubler, tripler, qua- 
drupler, &c. la masse de l'un , pendant qu'on 
doublera , triplera , quadruplera, &C. la vîtesse 
de l'autre , le mouvement sera encore détruit ; 
et c'est cette destruction générale de tous les 
mouvemens qu'on nomme équilibre (i5). 

ôS. Il résulte donc de cette expérience, qu'en 
général il y aura équilibre entre ces corps durs, 
toutes les fois que leurs masses seront en raison 
réciproque de leurs vitesses , ou ce qui revient 
au même, toutes les fois que les produits de cha-* 
cune des masses par sa vîtesse seront égaux. 

Or on conçoit qu'on doit avoir souvent de 
pareils effets à considérer en mécanique, et que 
par conséquent le produit de la masse d'un corps 
par sa vîtesse, est une espèce de quantité dont 
l'usage doit être fréquent : c'est pourquoi on lui 
adonné un nom particulier, celui de quantité 
de mouvement. - . 

39. Ce que nous venons d'appeler quantité 
de mouvement , s'appelle aussi force de percus- 
sion. Cette dernière dénomination lui est don- 
née, parce que c'est d'elle en effet que vient l'in- 
tensité du choc ou de la percussion. Ainsi l'ex- 
pression de quantité de mouvement se rapporte 
proprement aux corps qui se meuvent actuelle- 
ment , et celle de force de percussion aux corps 
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considérés dans le moment de leur choc. Elle est 
quantité de mouvement , en tant qu'elle réside; 
dans le corps , qu'elle y a une existence réelle, 
avant le choc; et force de percussion, en tant 
qu'elle est anéantie par ce même choc. 

40. Les quantités de mouvement, ainsi que 
les vitesses , se représentent par des portions de 
droites prises sur leurs directions et proportion- 
nelles à leurs valeurs , et on les estime suivant 
telle ou telle direction , par le moyen de leurs 
projections sur ces droites. Ainsi , une quantité 
de mouvement estimée dans un sens quelconque^ 
est égale à la somme des quantités de mouve- 
ment dans lesquelles on peut la décomposer % 
toutes estimées dans le même sens que cette ré- 
sultante (27). 

41. Si un corps M tendant â se mouvoir avec 

une vitesse représentée par MW (fig. 4) est 
forcé tout- à- coup de prendre une autre vitesse* 

représentée par M V, et qu'on forme sur la droite 

MW le parallélogramme MVWU, on pourra 

décomposer la vitesse première MW en deux 

autres , MV, MU, dont l'une MV sera la vitesse 

- ■ 

restante. Dans ce cas , l'autre vitesse MU se 
nomme vitesse "perdue par le corps M. 

Si l'on prolonge UM au-delà du point M jus- 
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qu'en U' f et qu'on fasse MÎJ' = MU ; MWVU' 
sera évidemment un nouveau parallélogramme ; 

d'où il suit que la vitesse M V qui doit rester à M, 
peut à son tour être décomposée en deux autres , 

M W, MU dont Pune MW étoit la vitesse pre- 

mière , et dont l'autre MU' est égale et directe- 

ment opposée à la vitesse perdue MUj c'est 

pourquoi on nomme celle - ci MU' la vitesse 
gagnée par M, 



4a. Si l'on prolonge de plus WM et VM au- 
delà du point M jusqu'en W' et V',, et qu'on fasse 

MW = MW, MV 7 = MV, il est clair que 
MUV'W et MV'W'U' seront deux nouveaux 
parallélogrammes. D'où il suit que la vitesse per- 
due MU se décompose dans les deux autres 
MW, MV, et que la vitesse gagnée MU' se 
décompose dans les deux autres M V, M W. 

43. De tout cela, nous pouvons dono con- 
clure ce qui suit : 

i°. La vitesse première peut toujours se décom- 
poser en deux autres , dont l'une est la vitesse 
restante , et l'autre la vitesse perdue. 

2°. La vitesse restante peut toujours se décom- 



I 



526 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

poser en deux autres , dont Tune est la vitesse 
première , et l'autre la vitesse gagnée. 

5°. La vitesse perdue est la résultante de la 
vitesse première , et d'une vitesse égale et direc- 
tement opposée à la vîtesse restante. 

4°. La vîtesse gagnée est la résultante de la 
vîtesse restante , et d'une vîtesse égale et con- 
traire à la vîtesse première. 

Tout ce que nous venons de dire des vîtesse» 

MW, MV, MÛ, MW, M?', MU', et de leur 
décomposition , doit (4o) s'entendre pareillement 

des quantités de mouvement M.MW, M.MV, 

. _ m * 

M . MÛ , M . M W, M . MV', M .MÛ 7 . 

Or nous avons (26) ces diverses équations: 



MW= MV.cos.MW MV-f MU.cos.MW MU 



MV = MW.coi.MW MV + MU'.cos.MV MU' 



A 



MU = MW.cos.MW MU+MV\cos.MV f MU 



MU' = MV.cos.MV MU' + MW'.cos.MW' MU\ 
MV = MW.co8.MW A MV- - MÛ.cos. MV^MU 
MU := MW.cos. MW A MU— MV.cos.MV A MU 

Et par conséquent on a de pareilles équations 
pour les quantités de mouvement, en multipliant 
tout par M. 
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Des forces accélératrices ou retardatrices , et 

des forces motrices, 

44. Une force accélératrice ou retardatrice , 
est en général (17) le quotient d'une vitesse et 
d'un temps. 

Lorsque la vitesse d'un mobile va en croissant 
continuellement, le mouvement est dit accé- 
léré y et lorsqu'elle va en diminuant continuel- 
lement , le mouvement est dit retardé. 

45. Lorsque dans le mouvement accéléré , le 
corps gagne toujours en temps égaux des degrés 
de vitesse égaux, le mouvement est dit unifor- 
mément accéléré : on le dit au contraire unifor- 
mément retardé , lorsque le mobile perd tou- 
jours en temps égaux des degrés égaux de vitesse. 

Dans le mouvement uniformément accéléré, 
on appelle force accélératrice du mobile, la vi- 
tesse qu'il gagne dans un intervalle de temps 
donné divisée par ce temps. Puis donc qu'en 
temps égaux il gagne toujours des degrés égaux 
de vitesse , il suit que dans le mouvement uni- 
formément accéléré, la force accélératrice est 
constante; c'est-à-dire, la même pour tous les 
instans du mouvement. 

Dans le mouvement uniformément retardé, 
c'est la force retardatrice qui est constante. 
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46. Si le mouvement varie suivant une loi 
quelconque , on prend un intervalle de temps 
infiniment petit, et Ton appelle pour chaque 
instant, force accélératrice ou retardatrice du 
mobile, le rapport de l'accroissement ou du dé- 
croissement infiniment petit qui a lieu dans la 
vitesse , pendant cet intervalle de temps à sa du- 
rée ; c'est-à-dire , le quotient de la différentielle 
de la vîtesse par la différentielle du temps, ou 
plus exactement la limite de ce quotient. 

4y. On rend tout cela fort sensible, en décri- 
vant une courbe dont les abscisses représentent 
les temps écoulés , et les ordonnées les vitesses ; 
car alors il est évident, par les définitions précé- 
dentes , que l'aire de la courbe représentera les 
espaces parcourus, et que le rapport de l'ordon- 
née à la soutangente représentera la force accé- 
lératrice ou retardatrice, suivant que les abscisses 
iront en augmentant ou en diminuant. 

48. On appelle force motrice , force dépres- 
sion ou force morte d'un corps , le produit de sa 
masse par sa force accélératrice ou retardatrice. 

Nous aurons une idée claire et juste de ces 
sortes de forces, en considérant la pesanteur ou 
gravité ; c'est-à-dire, cette tendance de tous les 
corps qui sont à la surface de la terre vers son 
centre. Rien de plus familier que les effets de 
cette force : on prend une pierre dans sa main , 
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et l'on éprouve ce qu'on nomme une pression ; 
on suspend ce corps à un fil , et l'on tient l'autre 
extrémité de ce fil $ ce fil tire la main .ou exerce 
sur elle une traction; le fil est lui-même dans un 
état de tension : si ce fil vient à se casser , la 
pierre tombe d'un mouvement que l'expérience 
apprend être un mouvement uniformément ac- 
céléré. C'est la vitesse qu'il acquiert ainsi pen- 
dant un temps donné , divisée par ce temps , 
qu'on nomme la gravité ou la pesantenr : cette 
gravité ou pesanteur , est la force accélératrice ; 
c'est le produit de cette même gravité par la 
masse du corps qu'on nomme son poids ; et ce 
poids est la force motrice ou la force de pres- 
sion du corps. Ces deux expressions sont syno- 
nymes 5 mais celle de force motrice se rapporte 
plus particulièrement à l'état de mouvement du 
corps , et celle de force de pression , à son état 
de repos ou plutôt d'équilibre. 

49. Une fois qu'on a l'idée nette de la pesan- 
teur, on peut facilement concevoir une force 
accélératrice double , triple, quadruple, &c, ou 
sous-double, sous- triple, &c.La gravité en four- 
nit elle-même un exemple; car l'expérience 
prouve que quoiqu'elle soit à-peu-près de même 
intensité aux différens points de la surface du 
globe , elle diminue lorsqu'on s'éloigne sensible- 
ment de son centre. On a reconnu que cette tea- 
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dance étend sa sphère d'activité jusqu'à la lune, 
que c'est ce qui la retient dans son orbite, mais 
que son intensité y est fort affoiblie : puis en gé- 
néralisant cette découverte , et s'appuyant tou- 
jours des phénomènes , on a reconnu que cette 
même tendance atteign oit j usqu'aux astres les plus 
éloignés , et qu'elle étoit réciproque entre eux 
tous. C'est cette tendance générale de tous les corps 
de l'univers les uns sur les autres, qu'on nomme 
attraction , et c'est la recherche des lois qu'elle 
observe et des effets qu'elle produit , qui a fait le 
sujet principal des immortels travaux deNewton, 
et de ceux qui ont marché sur ses traces. 

Or ce sont toutes ces forces, comparées à ce que 
nous avons appelé poids, qu'on nomme en général 
forces motrices , et toute force motrice est le 
produit d'une masse par une force accélératrice 
ou retardatrice qui peut être comparée à la pe- 
santeur ou gravité. Et comme cette force accé- 
lératrice n'est autre chose elle-même (48) que le 
rapport de l'accroissement de la vitesse pendant 
un temps infiniment court àcetélément du temps, 
il suit qu'une force motrice quelconque est le 
produit d'une masse par une vitesse divisée pat 
un intervalle de temps , comme on l'a dit ci- 
dessus (17). 

4 * * 

5o. La pesanteur et toutes les forces de ce 
genre opèrent par degrés insensibles , et nepro- 
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duisent aucun changement brusque. Cependant 
il paroît assez naturel de les considérer comme 
imprimant à des intervalles infiniment petits, des 
coups infiniment petits eux-mêmes aux mobiles 
qu'elles animent. Dès-lors le produit de chaque 
force motrice , multipliée par l'élément du temps 
pendant lequel elle agit sur le corps considéré , 
pourra être regardé comme une quantité de mou^- 
vement infiniment petite, imprimée tout d'un 
coup à ce même corps , et l'expérience confirme 
la justesse de cette hypothèse. 

Par exemple , si g est pris pour exprimer la 
pesanteur, M la masse d'un corps, et l'élé- 
ment du temps; Mgdt exprimera la quantité 
de mouvement infiniment petite qui pourra être 
censée imprimée à M, au premier instant du 
temps représenté par dt $ et les calculs faits 
d'après cette supposition se trouvent toujours 
d'accord avec les résultats de l'expérience. j. 

5 1 . Les forces accélératrices , retardatrices et 
motrices , se représentent , ainsi que les vitesses 
et quantités de mouvement , par des portions de 
lignes droites prises sur leurs directions et pro- 
portionnelles è ces forces , et on les soumet aux 
mêmes décompositions. Ainsi toute force mo- 
trice ou de pression , par exemple , peut se dé- 
composer en deux autres, représentées tant pour 
leurs grandeurs que pour leurs directions par les 
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cotés d'un parallélogramme dont la diagonale 
adjacente exprimeroit cette force motrice. 

Une force motrice, estimée dans un sens quel- 
conque ou suivant une direction quelconque , 
est comme pour les vitesses (26) , le produit de 
cette force motrice par le cosinus de l'angle formé 
par cette direction avec celle de cette force mo- 
trice ; c'est-à-dire , que la force réduite est le 
produit de la force même proposée par le cosinus 
de V angle de projection. 

5 2. Si cet angle est aigu , la force est dite 
sollicitante à l'égard de la droite proposée * 9 parce 
qu'il est clair en effet qu'elle tend à mouvoir dans 
le sens de cette droite 5 mais si l'angle est obtus , 
la force est dite résistante, parce qu'elle tend ett 
effet à mouvoir dans le sens opposé à celui de la 
force sollicitante. Il est clair qu'un angle nul est 
censé aigu , et qù'un angle égal à la demi-circon- 
férence est censé obtus. 

Par exemple, si un homme fait monter un 
poids par le moyen d'un levier, d'une poulie , 
d'une vis , &c. Il est clair que la pesanteur et la 
vitesse du poids ou le chemin qu'il décrit, for- 
ment nécessairement entr'elles un angle obtus; 
autrement il est visible que le poids descen- 
droit au lieu de monter ; mais la puissance mo- 
trice et sa vitesse forment un angle aigu : ainsi , 
suivant notre définition , le poids sera la force 
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désistante , let la force de l'homme sera sollici- 
tante. 

Des forces mouvantes et des forces vives. » 

où. On appelle forces mouvantes , des forcës 
hiotrices ou cpmparables à des poids * en tant 
qu elles sont appliquées à des machines pour 
Vaincre des résistances ou produire des mouve-* 
mens quelconques ; et comme on emploie sou* 
Vent pour cet, objet des hommes , des animaux > 
des courans d'eâu , le Vent, les ressorts f l'eau 
réduite en vapeurs par le feu, ÔCc. c'est à ces 
agensj ou plutôt aux effets qu'ils produisent 
immédiatement sur les corps auxquels ils sont 
appliqués, qu'on donne le nom de forces mou* 
.Vantes.. Lfagent s'appelle le moteur, et c'est U 
pression qu'il exerce , ou le mouvement qu'il 
imprime qu'on nomme la force mouvante. 

54. La mécanique ne "remonte pas jusqu'aux 
fcauses premières qui produisent le mouvement 5 

eïlen'examinepascommentlavoîontédel'homme 
bu de l'animal fait sortir ses membres du repos^ 
ou les y ramène Spontanément : elle ne voit que 
le fait qui en résulte , ne considère que le mouve- 
ment déjà produit , et son objet est uniquement 

ce mouvement une fois 
imprimé, se conserve, se propage ou se modifie, 

3 
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abstraction faite de toute nouvelle influence 
étrangère ; c'est-à-dire, qu'elle n'établit point ses 
calculs sur la force facultative du moteur , mais 
seulement sur la force effective qu'il déploie , et 
que nous venons d'appeler force mouvante. 

55. On appelle force vive d'un corps le pro- 
duit de sa masse par le carré de sa vitesse ; et 
voici ce qui a pu donner lieu à la considération 
de cette nouvelle espèce de quantité. 

L'expérience prouve , comme on vient de l'ob- 
server, que les hommes, les animaux et autres 
agens de cette nature, peuvent exercer des forces 
comparables à celles des poids, soit en effet par 
leurs propres poids , soit par les efforts sponta- 
nés dont ils sont capables. Or il se présente deux 
manières aussi naturelles l'une que l'autre, d'éva- 
luer l'action qu'ils exercent effectivement. L'une 
consiste à voir quel fardeau un homme , par 
exemple , peut porter, ou quel effort évalué en 
poids il peut soutenir, tout demeurant en repos. 
Alors la force de cet homme est une force de 
pression équivalente à tel ou tel poids, et qu'on 
appelle quelquefois force morte (47). 

56. La seconde méthode d'évaluer la force 
d'un homme, d'un cheval, &c est d'examiner 
l'ouvrage qu'il est en état de faire dans un temps 
donné; dans un jour, par exemple, par un tra- 
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rail suivi. Sous ce point de vue, pour arriver 
comme dam le premier cas, à une évaluation' 
précise, nous pouvons encore comparer le résul- 
tat de son travail à l'effet de la pesanteur , car il 
est naturel d'évaluer ce travail et par le poids 
qu'ai peut élever dans un temps donné , et par la 
hauteur a laquelle il élève ce poids. C'est ainsi 
qu on 1 entend lorsqu'on dit qu'un cheval équi- 
vaut pour la force , à sept hommes ; on ne veut 
pas dire , que si sept hommes tiroient d'un côté 
et le cheval de l'autre, il y auroit ^ ) 
mais que dans un travail suivi, le cheval à l ui 
seul élèvera par exemple , autant d'eau du fond 
d un puits à une hauteur donnée, q„ e l es 8ept 

hommesensemblependant Jemême temps. Quand 
on emploie des ouvriers , V iniérêt ^ Qe sa 

ce qu ,1s peuvent faire de travail dan. un genre 
analogue a celui dont on vient de parler, bien 
plus que de savoir les fardeaux qu'ils pourUiï 
porter sans bouger de place. Cette nouvelle ma- 
nière d envisager les forces, est donc au moins 
aussi naturelle et aussi importante que la pre- 
mière. Et comme il est sensible qu'élever un 
poids de cent kilogrammes à mille mètres de hau- 
teur est la même chose dans celte manière d'éva- 
luer les forces, qu'élever deuxcentskilogrammes à 
cinq cents mètres seulement : il suit que les forces 
sous C e nouveau point de vue , doivent être con- 
sidérées comme en raison directe des poids à éle- 
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ver, et des hauteurs auxquelles il faut les por- 
ter , ou autres travaux comparables à celui-là. 
Or c'est sur cela qu'est fondée la notion des force» 

* 

vives. 

57 . En effet , soit M une masse , P son poids , 
g la gravité , dt l'élément du temps , et H la 
hauteur à laquelle P a été élevé. Suivant cette 
nouvelle manière d'envisager les forces, celle qui 
a dû être employée pour élever P à la hauteur H , 
sera PH ; mais (17) H étant un espace parcouru, 
peut être exprimé par le produit d'une vitesse V 
et d'un temps T; d'un autre côté, on a (48) 

p = ^ , et gdt est une vitesse V (17). 

DoncPH = MVV' donc dt et T étant 

deux quantités homogènes, PH sera le produit 
d'une masse par le produit de deux vitesses , ou 
par le carré de la vitesse moyenne proportion- 
nelle entre V et V ; donc la force P H se résout 
en un produit d'une masse par le carré d'une 
vitesse , comme Mu% en nommant u la moyenne 
proportionnelle entre V et V. Telle est l'origine 
naturelle de la notion des forces vives. Il y eut 
autrefois de grandes discussions sur la question 
de savoir si les forces des corps en mouvement 
doivent être évaluées par le produit de la masse 
nar la vitesse, ou parle produit de la masse par le 
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carré de la vitesse. Cela se réduit , comme on le 
voit , à une dispute de mots. Pourvu qu'on rai- 
sonne conséquemment aux définitions qu'on aura 
line fois adoptées, les conclusions seront tou- 
jours les mêmes , puisqu'on part toujours des 
mêmes bases. 

58. Sous le nom simple de forces ou puis- 
sances y ou de forces proprement dites , on 
comprend les quantités de mouvement et lea 
forces motrices ; ou si l'on veut , les forces de 
percussion et celles de pression , parce qu'elles 
sont soumises aux mêmes décompositions et aux 
mêmes lois. Mais lorsqu'on veut désigner une 
force vive, on ajoute toujours l'épithète qui la 
caractérise , c'est-à-dire le mot vive. 

5g. Nous venons de voir que la force vive 
peut se présenter ou sous la forme Mm 1 d'une 
masse par le carré d'une vitesse, ou sous la forme 
PH d'une force motrice par une ligne. Dans le 
premier cas, c'est la force vive proprement dite ; 
dans le second , on pourroit lui donner la déno- 
mination particulière de force vive latente. 
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Des momens en général, du moment d'activité, 
et de la quantité d'action. 

60. On appelle en général moment de force y 
'soit de pression , soit de percussion , le produit de 
cette force par une ligne (17) ; ainsi la quantité 
PH que nous avons trouvée (5j) , est le moment 
d'une force motrice P ; Muh, en supposant que M 
soit une masse , u une vitesse , et h une ligne, est 
le moment de la force ou quantité de mouve- 
ment Mu. 

On voit par-là que le moment d'une force mo- 
trice peut toujours se résoudre en une force vive, 
et que le moment d'une quantité de mouvement 
peut toujours se résoudre en une force vive 
multipliée par un temps ; car h étant une ligne, 
est le produit d'une vitesse par un temps. Cette 
espèce de produit se nomme aussi quantité d' ac- 
tion de la masse proposée. Ainsi Muh est la 
quantité d'action de la masse M. 

61. Il y a différentes espèces de momens, 
suivant la nature de la ligne qui sert de facteur. 
Ainsi , par exemple , PH qui est le produit d'une 
force motrice verticale P par une ligne H, prise 
aussi dans le sens vertical, se nommera moment 
d'activité consommé par la force P 5 et en géné- 
ral , j'appellerai moment d'activité consommé 
par une force motrice , le produit de cette force 
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par le chemin que décrit le point où elle est ap- 
pliquée , estimé dans le sens de cette force ; c'est- 
à-dire, le produit de cette force par le chemin 
que décrit le point où elle est appliquée , et par 
le cosinus de l'angle de projection, ou angle com- 
pris entre la direction de cette même force , et la 
direction de cette même vitesse. 

J'appellerai au contraire , moment d'activité 
absorbé par cette force motrice , le produit de 
cette force par la vitesse du point où elle est 
appliquée , estimée dans le sens opposé à cette 
force , ou multipliée par le cosinus du supplé- 
ment de l'angle de projection. 

Ainsi , puisque deux angles supplémens l'un 
de l'autre ont le même cosinus avec des signes 
contraires , il suit que le moment d'activité con- 
sommé , et le moment d'activité absorbé par 
une même force motrice , ne sont qu'une même 
quantité prise dans deux sens diamétralement 
opposés 5 de même que le sont l'une par rapport 
à l'autre, la force gagnée et la force perdue (4 1 ). 

62. Nous n'avons considéré ci-dessus qu'une 
force P qui est constante , à cause de l'uniformité 
de la pesanteur : mais si la force motrice étoit va- 
riable , le moment d'activité consommé pendant 
un temps infiniment court, seroitle produit delà 
force à cet instant , par l'espace infiniment petit 
qu'il parcourroit pendant ce temps infiniment 
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court , estimé dans le sens de cette force: et le 
moment d'activité consommé par cette même 
force dans un temps donné, seroit la somme des, 
momens d'activité consommés à chaque instant 
par cette force pendant le temps donné. 

Enfin , s'il s'agissoit d'un système de forces , le 
moment d'activité consommé par tout le système 
dans un temps donné , seroit la somme des mo- 
mens d'activité consommés pendant ce temps % 
par chacune des forces de ce même système. Il 
en est de même des momens d'activité absorbés^ 

63. Si Von conçoit un système de forces quel-» 
conques, de poids, par exemple, et qu'on luj 
fasse prendre un mouvement arbitraire, la somme 
des produits de chacune de ces forces par le petit 
chemin qu'elle parcourra dans un temps infini-, 
ment court, en vertu de ce mouvement imprimé, 
estimé dans le sens de cette force, sera le ma- 
rnent d'activité consommé par tout le système 
pendant ce temps infiniment court, à l'égard de 
çe mouvement imprimé. Supposant donc que m, 
exprime chacune des masses qui composent un 
système , p sa force accélératrice , et par consé^ 
quent pm sa force motrice ; u la vitesse qui lui 
est imprimée , k l'angle compris entre les direct 
tions de et de/?, et enfin (//l'élément du temps; 
mp. «cfr^cos, k sera le moment d'activité con- 
sommé pendant dt par le corps m , ou par ta 
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force mp, à l'égard de la vïtesse u. L'intégrale 
3 mp . udl» cos. À! j où l'on suppose que S se rap^ 
porte à la figure du système, sera le moment d y ac~* 
tivité consommé pendant le même temps par tout 
le système, et enfin l'intégrale Sfmp. udt.cos.k) 
où l'on suppose que f se rapporte à la durée da 
mouvement , sera le moment d'activité consom- 
mé pendant la durée entière du mouvement par 
le système total, 

64. 11 est clair , d'après ce qui a été dit (59) , 
que S fi mp . udt . cos. h est une force vive latente^ 
qui par conséquent peut se résoudre en une 
quantité de cette forme M V a , M étant une masse 
et V une vitesse. D'où il est aisé de sentir, que 
la notion que nous venons de donner des momens 
d'activité , doit se rencontrer fréquemment dans 
la théorie de l'équilibre et du mouvement ; soit 
sous la forme des forces vives proprement dites, 
soit sous celle des forces vives latentes. 

3' admettrai, par rapport aux quantités d'ac- 
tion , une distinction analogue à celle que j'ai 
établie ci-dessus pour les momens d'activité des 
forces motrices. J'appellerai donc quantité d*ac~ 
iion dépensée par une force motrice à chaqueins- 
tant, le moment d'activité consommé par cette 
force depuis le commencement du mouvement 
multiplié par l'élément du temps, et par la quan- 
tité* aY action acauise par cette même force, le 
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moment d'activité absorbé par cette force, de- 
puis le commencement du mouvement multi- 
plié par l'élément du temps. 

La somme des quantités d'action dépensées ou 
acquises par toutes les forces du système à cet 
instant, sera appelée quantité d'action dépensée 
ou acquise par tout le système au même instant. 

Et enfin la somme des quantités d'action dé- 
pensées ou acquises à chaque instant par tout le 
système, pendant un temps donné, sera appelée 
quantité d'action dépensée ou acquise par tout 
le système pendant ce temps donné. 

65. Nous avons observé ci -dessus, que le 
moment d'une force motrice ou force morte , se 
résout en une force vive 5 tandis que celui d'une 
quantité de mouvement est ce qu'on nomme 
quantité d'action. Mais si au lieu de multiplier 
cette quantité de mouvement par une ligne, pour 
avoir cette quantité d'action , on la multiplioit 
seulement par une vitesse, on auroit une force 
vive ; c'est-à-dire , une quantité du même genre 
qu'un moment de force motrice. Or, comme on 
a souvent à comparer ces deux quantités de 
même genre , je donnerai un nom particulier à 
ce produit de la quantité de mouvement d'un 
mobile par une vitesse ; je le nommerai simple- 
ment moment d'activité du mobile , pour le dis- 
tinguer de ce que nous avons nommé ci-dessus 
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mo/nent d'activité consommé ou absorbé par la 
force motrice ; mais ces deux quantités sont de 
même nature , et Tune et l'autre peuvent se 
réduire en forces vives. J'appelle donc moment 
d'activité du mobile à chaque instant, le produit 
de sa quantité de mouvement actuelle, par la 
vitesse qu'il doit avoir l'instant d'après , estimée 
dans le sens de sa vîtesse actuelle. 

66. Si donc le mouvement est uniforme , le 
moment d'activité du mobile ne diffère pas de la 
force vive. 

Si le mouvement change, soit en vertu d'an 
choc, soit par degrés insensibles, le moment d'ac- 
tivité du mobile est égal à la quantité de mouve- 
ment actuelle, multipliée par la vîtesse qui doit 
rester au mobile l'instant d'après, estimée dans le 
sens de la première 5 et c'est ce que j'appellerai 
moment d'activité absolu du mobile. 

Si le système étant dans un état quelconque de 
mouvement , on vient tout-à-coup à le changer 
d'une manière quelconque, le moment d'activité 
du mobile sera le produit de la quantité de mou- 
vement actuelle, par lanouvelle vîtesse que pren- 
dra le mobile en vertu du changement opéré, et 
c'est ce que j'appellerai moment d'activité du 
mobile à l'égard de son nouveau mouvement. - 

67. On appellera moment d'activité d'un sys- 
tème de corps à chaque instant , la somme des 
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momens d'activité de chacun des corps qui lé 
composent. 

Ainsi, lorsqu'on vient à changer tout- à* coup 
le mouvement d'un système quelconque, le mo- 
ment d'activité du système à l'égard du nouveau 
mouvement, est la somme des produits de chacune 
des masses par sa vitesse actuelle, et par sa vitesse 
nouvelle estimée dans le sens de la première. 

Cette notion des momens d'activité consom- 
més , absorbés , et proprement dits , est très- 
importante pour ce que nous aurons à dire dans 
la seconde partie de cet ouvrage. 

Nous appellerons moment de percussion de 
chacun des corps du système, à l'égard d'un 
mouvement quelconque géométrique , la quan- 
tité de mouvement perdue par ce corps en vertu 
de la percussion , multipliée par la vitesse géo- 
métrique de ce même corps. Nous appellerons 
moment de percussion absolu celui de ces mo- 
mens qui a lieu à l'égard du mouvement réel que 
prend le système après le choc. 

Il est clair que ces momens de percussion sont, 
ainsi que les momens d'activité, de même na- 
ture que ce qu'on appelle force vive, c'est-à-dire , 
qu'on peut toujours réduire chacun d'eux au 
produit d'une masse par le carré d'une vitesse. 

68. Tout le monde connoît l'expérience du 
levier , tout le monde sait qu'avec un» très-pe- 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT* 45 

iite force appliqué© à un grand bras de levier, 
on peut soutenir un poids très- considérable ap- 
pliqué à l'autre bras, lorsque cet autre bras est 
proportionnellement plus petit. C'est ce qui a 
donné l'idée d'une autre espèce de moment dont 
on fait grand usage en mécanique. On appelle 
donc moment d'une force à l'égard d'un point 
fixe , le produit de cette force par la distance de 
sa direction à ce point fixe. Ainsi , par exem- 
ple , si aux extrémités d'un levier droit , on 
applique des poids inégaux , et qu'on place le 
point d'appui entre ces deux poids , de ma- 
nière que le point d'application divise la Ion- 4 
gueur du levier en raison réciproque de ces 
poids , les momens de ces mêmes poids à l'égard 
de ce point fixe , seront égaux. Or l'expérience 
prouve qu'alors il y aura équilibre entre les deux 
poids. 

Lorsque l'on considère les momens de plusieurs 
forces par rapport à un même point, ce point se 
nomme centre des momens. 

6g. On rapporte aussi les momens des forces 
à des droites prises à volonté dans l'espace, et 
qu'on nomme axes des momens. Le moment d'une 
force à l'égard d'un axe , est le produit de cette 
force estimée suivant le plan perpendiculaire à 
cet axe , c'est-à-dire la projection de cette force 
*ur ce même planj de cette projection, dis-je, 
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* 

multipliée par la distance de sa direction, au 
point où l'axe traverse le plan. 

70. Enfin , si une force est appliquée à un 
point ou mobile quelconque , le produit de cette 
force par la distance de ce point d'application au 
même plan , est appelé moment de cette force à 
l'égard de ce plan. 

7 1 . Quant à ce que nous avons désigné ci- 
dessus sous le nom de quantité d'action, elle 
donne lieu à un très- beau principe applicable 
principalement au cas où les forces motrices qui 
animent les diverses parties du système sont des 
forces d'attraction ou de répulsion. Ce principe , 
qui appartient proprement à Lagrange , se trou- 
vera dans la seconde partie de cet ouvrage. 

Des hypothèses qui peuvent être admises comme 
lois générales de l'équilibre et du mouvez 

m 

ment 

, 72. En citant , comme nous l'avons fait jus- 
qu'ici, quelques expériences ou faits généralement 
connus, nous n'avons eu d'autre objet, que de 
montrer ce qui a pu faire naître successivement 
les diverses notions que nous avions à dévelop- 
per. Maintenant il s'agit d'établir sur ces faits f 
et sur les autres observations qui peuvent encore 

1 
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s'offrir , des hypothèses qui se trouvent cons- 
tamment d'accord avec ces observations, et que 
dès-lors on puisse regarder comme des lois géné- 
rales de la nature. Je vais d'abord exposer ici ces 
hypothèses telles qu'on a cru pouvoir les induire 
des phénomènes les mieux constatés : je déve- 
lopperai ensuite les expériences et les raisonne- 
mens qui les appuient. On pourra remarquer que 
ces hypothèses rentrent en partie les unes dans 
les autres : mon objet n'a pas été de les réduire 
au plus petit nombre possible; il me suffit qu'elles 
ne soient point contradictoires et qu'elles soient 
clairement entendues : car, ainsi que je l'ai déjà 
observé, les répétitions peuvent nuire à l'élé- 
gance $ mais elles sont peut-être plus propres à 
confirmer les principes, en faisant voir comment 
ils ne sont , pour ainsi dire , que les mêmes véri- 
tés qui reparoissent toujours sous des formes dif- 
férentes. 
■ 

73. Je répéterai d'abord, qu'il ne s'agit point 
ici des causes premières qui font naître le mou- 
vement dans les corps , mais seulement du mou- 
vement déjà produit et inhérent à chacun d'eux. 
C'est cette quantité de mouvement déjà produite 
dans un corps , qu'on nomme sa force ou sa puis- 
sance. Ainsi les forces, telles qu'on les considère 
en mécanique, ne sont point des êtres métaphy- 
siques et abstraits : chacune d'elle réside dans 
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line masse déterminée; elle est le produit de cet ta 
masse par la vitesse que le corps prendroit , s'il 
n'étoit gêné par ceux des autres corps dont le 
mouvement est incompatible avec le sien. Cette 
incompatibilité fait perdre aux uns une portion 
de la quantité de mouvement qu'ils avoient j elle 
en fait gagner aux autres, elle en fait naître dans 
ceux qui n'en avoient pas; chacun d'eux prend 
une sorte de vitesse combinée entre celle qu'il 
pou voit avoir déjà , et celles qui lui sont nou- 
vellement imprimées de toutes parts» Or c'est cette 
vitesse combinée qu'il faut déterminer pour cha» 
que instant et pour chaque point du système , 
lorsqu'on connoît la figure des diverses parties, 
qui le composent, leurs masses et les vitesses 
qu'elles sont censées avoir reçues préalablement, 
soit par des chocs antérieurs , soit par des agens 
extérieurs, de quelque nature qu'ils soient » Ainsi f 
en un mot, ce ne sont pas précisément les. lois 
du mouvement en général que nous recherchons* 
mais les lois de la communication des mouve- 
mens entre les différentes parties matérielles d'tfn 
même système. Pour cela , nous établissons d'à- 1 
bord certaines hypothèses , d'après lesquelles 
nous supposons que s'opère en effet cette com- 
munication des mouvemens ; nous comparons» 
ensuite les conséquences qui en résultent, avec 
les phénomènes , et si nous trouvons qu'ils s'ac^ 
cordent, nous concluons que nous pouvons con-» 
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sidérer ces hypothèses comme les véritables lois 
de la nature. 

• 

1 ,M Hypothèse. Un corps une fois mis en repos, 
ne sauroit en sortir de lui-même, et une 
fois mis en mouvement , il ne sauroit de lui- 
même changer ni sa vitesse, ni la direction 
de cette vitesse. 

a 0 Hypothèse. Si aux différentes parties d'un 
système quelconque de corps en équilibre , 
on imprime de nouvelles forces , qui si elles 
étoient seules , se feroient aussi mutuelle* 
ment équilibre , l'équilibre du système ne 
sera pas troublé. 

5 e Hypothèse. Lorsque plusieurs forces, tant ac- 
tives que passives , se font mutuellement 
équilibre , chacune de ces forces est toujours 
égale et directement opposée à la résultante 
de toutes les autres. 

4 e Hypothèse. Les quantités de mouvement ou 
forces motrices qui se détruisent à chaque 
instant dans un système de corps, peuvent 
toujours être décomposées en d'autres forces 
égales deux à deux et directement oppo- 
sées , suivant la ligne droite qui joint les 
mobiles auxquelles elles appartiennent ; et 
ces forces peuvent être regardées comme 
détruites respectivement dans chacun de ces 
corps par l'action de J'autre. 

4 
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5* Hypothèse. L'action que deux corps contigus 
exercent l'un sur l'autre par choc , pression 
ou traction , ne dépend point de leur vitesse 
absolue, mais seulement de leur vitesse re- 
lative. 

Celle que deux corps ne se communiquent 
que par des corps interposés , se transmet 
de proche en proche de l'un à l'autre, par le 
moyen de ces corps intermédiaires : de sorte 
qu'elle se résout toujours en une suite d'ac- 
tions qui s'exercent immédiatement entre 
deux corps contigus. 

C c Hypothèse* Les quantités de mouvement ou 
les forces mortes que s'impriment récipro- 
quement les corps par des fils ou des verges, 
sont dirigées dans le sens de ces fils ou de ces 
Verges, et celles qu'ils s'impriment par choc 
ou pression, sont dirigées suivant la per- 
pendiculaire élevée à leur surface commune 
au point de contact. 

7* Hypothèse. Lorsque les corps qui se choquent 
sont parfaitement durs ou parfaitement 
mous, ils marchent toujours de compagnie 
après le choc ; c'est-à-dire suivant la ligne 
de leur action réciproque qui, suivant l'hy- 
pothèse précédente , est toujours perpendi- 
culaire à leur surface commune au point de 
contact 

Lorsque les corps sont parfaitement élas- 
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tiques, ils se séparent après le choc avec une 
vitesse relative égale à celle qu'ils avoient 
dans le sens opposé immédiatement avant le 
choc. 

Lorsque les corps ne sont ni parfaitement 
durs , ni parfaitement élastiques , les corps 
se séparent avec une vitesse relative plus 
ou moins grande , suivant le degré d'élas- 
ticité. 

Expériences et raisonnemens sur lesquels sont 
fondées les hypothèses précédentes. 

74. Sur la première hypothèse» I/expérience 
prouve , que si sur une table horizontale parfai- 
tement unie , on place une boule sans lui impri- 
mer aucun mouvement , cette boule restera en 
repos jusqu'à ce qu'on vienne l'en tirer. Et en 
effet , à ne considérer la chose que sous le rap- 
port du seul raisonnement, ou ne voit pas pour- 
quoi ce corps prendroit de lui-même un mouve- 
ment plutôt d'un côtéque de l'autre. Nous voyons, 
à la vérité, des êtres qui se meuvent spontané- 
ment, mais c'est qu'ils ont en eux un principe 
vital dont on fait ici abstraction , ou bien ils sont 
entraînés par des causes externes que l'expérience 
apprend à connoître, comme la pesanteur. Do 
plus , l'analogie fait présumer que la figure du 
corps ne fait rien à la propriété dont il s'agit , et 
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que ce qui a lieu pour un globe placé sur une 
table horizontale, doit s'étendre à tous les corps 
possibles, dans toutes les positions possibles, 
pourvu qu'ils soient dégagés de toute influence 
étrangère. La première hypothèse proposée ci- 
dessus , paroît donc être , quant au premier point, 
autant d'accord avec le raisonnement qu'avec 
l'expérience. 

y5. Maintenant, si l'on vient à mettre la boule 
dont il s'agit, en mouvement sur la table, l'ex- 
périence prouve qu'elle continuera ensuite à se 
mouvoir uniformément et en ligne droite, à 
moins qu'on ne vienne à la déranger par quelque 
nouvelle impulsion. 

Ce fait s'explique par les mêmes observations 
que le précédent , mais avec un peu moins d'évi- 
dence. Si le corps une fois mis en mouvement 
dévioit de sa première direction , on ne voit pas 
pourquoi ce seroit à droite plutôt qu'à gauche. 
Quant à ce qui regarde la vitesse, on ne voit pas 
non plus pourquoi elle diminueroit plutôt que 
d'augmenter. A la vérité , on sait que tout mou- 
vement tend à s'affoiblir par degrés , et finit tou- 
jours par s'anéantir totalement. Mais on remar- 
que bientôt, que cette déperdition de vitesse est 
l'effet des frottemens et de la résistance de l'air. 
Cela se confirme , en suspendant sur un pivot 
Jbien pointu un balancier horizontal , portant à 

« 
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ses extrémités deux corps égaux taillés en len- 
tilles pour mieux fendre l'air 5 car alors le mou- 
vement circulaire une fois imprimé , se conserve 
très-long-temps ; et la conviction devient entière 
lorsqu'on réfléchit que les astres qui parcourent 
des intervalles immenses avec des mouvemens si 
rapides , n'en ont sensiblement rien perdu depuis 
tant de siècles qu'on les observe. Nous sommes 
donc autorisés à regarder encore cette seconde 
partie de l'hypothèse proposée ci-dessus , comme 
fondée tout-à-la-fois sur l'expérience et sur le 
raisonnement. 

Cette hypothèse est le principe connu sous le 
nom de loi d'inertie; et on l'exprime ordinaire- 
ment , en disant que tout corps persévère dans 
son état de repos ou de mouvement uniforme et 
rectiligne, jusqu'à ce qu'il reçoive l'action d'une 
puissance étrangère. 

76. Sur la seconde hypothèse. La seconde 
hypothèse porte le caractère de la presque évi- 
dence ; car si d'une part plusieurs corps se font 
mutuellement équilibre , leurs mouvemens se 
trouvent anéantis par leur action réciproque ; 
donc deux ou plusieurs actions de cette nature 
exercée» simultanément doivent se détruire par 
parties , comme si elles avoient lieu isolément. 
Par conséquent leur résultat doit être l'équi- 
libre. Ce raisonnement paroît du moins conforme 



54 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

à la simplicité qu'on remarque dans toutes les 
opérations de la nature, et il est en effet confir- 
mé par l'expérience. 

77. On peut conclure de-là, par exemple, 
que si plusieurs forces se font équilibre , et que 
Tune d'en tre elles, comme B (fig. 5), tire le point A 

par un cordon AB; on pourra appliquer cette 
force B à tout autrepoint desa direction comme C, 
sans altérer l'équilibre. Car si l'on ajoute au cor- 
don deux forces égales et directement opposées 
C, D, l'équilibre subsistera d'après la seconde 
hypothèse 5 ensuite si l'on supprime les deux 
forces égales et opposées B , D , l'équilibre sub- 
sistera encore par la même hypothèse. Donc 
l'équilibre n'aura point été dérangé, en substi- 
tuant la force C à la force B. 

78. Sur la troisième hypothèse. L'expérience 
prouve que si un globe A en repos est frappé 
tout-à-la- fois par d'autres globes B, C, D, E, 
F (fig. 6), et qu'il en résulte équilibre , la résul- 
tante des quantités de mouvement de tous ces 
corps choquans est o j et que par conséquent , 
chacune de ces quantités de mouvemens est égale 
et directement opposée à la résultante de toutes 
les autres. 

L'expérience prouve également , que si plu- 
sieurs forces mouvantes m, n,j), q (fig. 7), se 
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font mutuellement équilibre autour d'un point A 
en le tirant par des cordons, la résultante de 
toutes ces forces sera o ; et que par conséquent, 
chacune d'elles est égale et directement opposée 

à la résultante de toutes les autres. 

■ 

79. Ces expériences s'expliquent par des rai- 
sonnemens plausibles, et en les généralisant par 
induction , nous établissons la troisième de nos 
hypothèses. 

En effet , nous avons appelé en général force 
résultante de pl usieurs autres appliquées au même 
point, celle qui estimée dans un sens quelcon- 
que, est égale à la somme de toutes les autres 
estimées dans le même sens. 

Concevons donc que plusieurs forces appli- 
quées au point K (tig. 8) se fassent mutuelle- 
ment équilibre, et soit Ka l'une de ces forces. 
Menons par le point K une droite quelconque 

KM, et supposons qu'à la place de Ka on en 
substitue deux autres qui en tiennent lieu, Tune 

Ka dirigée suivant KM , l'autre Ka" perpendi- 
culaire à cette première. Si l'on conçoit une sem- 
blable opération pour toutes les forces qui se 
font équilibre autour du point K, l'équilibre 
subsistera, et il n'y aura plus dans le système 
que deux sortes de forces, les unes dirigées sui van t 

la droite KM, les autres perpendiculairement à 
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cette même droite. Mais comme ces dernières ne 
favorisent pas plus celles qui tirent dans le sens 

KM , que celles qui tirent dans le sens opposé : 
on pourra les supprimer sans que l'équilibre soit 
troublé. Il ne restera donc que les forces dirigées 

sur la ligne KM , qui devront se faire équilibre. 
Or cela ne peut avoir lieu sans que la somme de 
celles qui tirent dans un sens ne soit égale à 
la somme de celles qui tirent dans le sens opposé. 
Il reste donc à savoir ce que c'est que chacune 
de ces forces. 

Or puisque Ko' 7 estimée dans le sens KM est o, 
il est clair qu'elle n'entre pour rien dans la force 

Ka estimée dans le même sens. Donc cette force 

Ka, estimée dans le sens KM, ne sera ni plus 
grande ni plus petite que la force partielle seule 

— 

Ka' estimée dans le même sens 5 c'est-à-dire que 
les points a et a doivent se trouver sur la même 

droite perpendiculaire à KM, ou ce qui revient 

au même , Ka' doit être la projection de Ka, on 

enfin cette même force Ka estimée dans le sens 

KM. Et comme le même raisonnement a lieu 
pour toutes les autres forces du système , il suit 

que les forces dirigées sur la droite KM , ne sont 
autre chose que les forces même proposées, toutes 
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estimées dans le sens de KM. Donc puisqu'il 
doit y avoir équilibre, la somme de toutes ces 
forces dirigées suivant KM doit se réduire à o ; 
c est-a-dire que la somme des forces proposées 
toutes estimées dans le sens de KM, se réduit à 
zéro ; et que par conséquent chacune d'elles est 
f gale et directement opposée à la somme de toutes 
les autres. 

80. Le raisonnement confirme donc l'expé- 
rience , d'une manière très - plausible , lorsque 
toutes les forces proposées se réunissent en un 
même point. Maintenant soit (fig. 9) une ma- 
chine funiculaire à plusieurs noeuds A, B, C : 
ce que nous avons dit du point K dans la figure 
précédente , pourra s'appliquer à chacun des 
nœuds A , B, C en particulier : ainsi la résultante 

des forces Am, An, Ao, sera égale à la tension 
du cordon AB et dirigée suivant BA : et pareil- 
lement la résultante des forces Cs, Ct, sera égale 
à la tension de CB et dirigée suivant BC : donc 
la résultante de toutes les forces du système pas- 
sera par le point B , et ce cas sera ramené au cas 
précédent ; de sorte que chacune des forces Bp 9 

Bç, Br, sera, par ce qui a été dit ci-dessus, 
égale et directement opposée à la résultante de 
toutes les autres. 
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Or , comme il est aisé de sentir que ce qu'on 
vient de dire de la machine funiculaire proposée 
peut s'appliquer à tous les systèmes possibles de 
force, il est évident que notre troisième hypo- 
thèse peut être admise comme une loi générale 
de la nature. 

81. Il suit évidemment de là , que s'il n'y a 
que trois forces dans le système en équilibre , 
chacune d'elles pourra être représentée par une 
droite égale et directement opposée à la diago- 
nale du parallélogramme formé sur les droites 
qui représentent les deux autres puissances : prin- 
cipe important , et connu sous le nom de paral- 
lélogramme des forces. 

82. Sur la quatrième hypothèse. L'expé- 
rience prouve, que soit qu'on veuille tirer un 
corps de son état de repos , soit qu'on veuille 
l'arrêter lorsqu'il est en mouvement , soit qu'on 
veuille seulement le détourner de sa route , ou 
modifier sa vitesse d'une manière quelconque , 
on éprouve toujours une résistance d'autant plus 
grande, que le changement qu'on veut opérer 
est plus considérable. Si l'on frappe un corps avec 
la main , on éprouve de sa part un coup sembla- 
ble dans le sens contraire. Si on le tire avec un 
fil , ce fil est également tendu des deux côtés. Si 
on chasse une bille sur une table, le bâton dont 
on se sert est repoussé en arrière par le choc, en. 
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même temps que le corps part pour aller en avant. 
JSi Ton met sur la table un autre corps qui attire 
le premier comme l'aimant attire le fer, le pre- 
mier corps attirera le second d'autant , et cha- 
cun fera une partie du chemin pour se rappro- 
cher de l'autre. 

Si le corps est parfaitement dur, et si un autre 
corps également dur et égal à lui en masse et en 
vitesse vient à sa rencontre en sens directement 
opposé , les deux mouvemens seront anéantis. 

Si l'on double en même temps la masse de 
l'un et la vitesse de l'autre , il y aura de même 
équilibre. La même chose aura lieu , si l'on tri- 
ple la masse de l'un et la vitesse de l'autre , et 
en général, tant qu'on augmentera, on dimi- 
nuera cette masse et cette vitesse dans un même 
rapport. 

L'explication de tous ces faits est très-natu- 
relle ; car les lois de la nature devant être les 
mêmes pour toutes les parties de la matière pla- 
cées dans des circonstances semblables , on ne 
voit pas , par exemple , pourquoi dans le ehoc 
des corps égaux et animés de vitesses égales et 
contraires dont nous venons de parler, il arri- 
veroit à l'un ce qui n'arriveroit pas à l'autre : 
pourquoi le premier l'emporteroit sur le second. 

83. Il n'est pas, à la vérité, également clair 
q ue l'équilibre doive subsister lorsqu'on augmen te 



PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

ou diminue en même raison la masse de l'un et 
la vitesse de l'autre. 

Néanmoins on conçoit, que si un corps double 
d'un autre en masse vient à le choquer , il doit 
agir sur celui-ci comme deux corps égaux cha- 
cun à ce dernier : et que si celui-ci a à son tour 
une vitesse double de celle du premier , il doit 
aussi agir comme deux corps réunis qui n'au- 
roient chacun que la moitié de la vitesse du total , 
et qu'alors il n'y a aucune raison pour que l'un 
l'emporte sur l'autre. L'équilibre doit donc avoir 
lieu dans ce cas-ci comme dans le cas précédent: 
ce qui étant confirmé par maintes expériences, 
ne laisse plus aucun doute. 

■ 

84. Il paroît donc certain qu'en général toutes 
les fois qu'un corps imprime du mouvement à 
un autre, il en reçoit à son tour une même quan- 
tité dans le sens contraire ; du moins tant que le 
choc est direct et s'exerce entre deux corps seu- 
lement Mais l'analogie nous porte à penser qu'il 
doit en être de même en quelque nombre que 
soient ces corps , et quelles que soient les direc- 
tions de leurs mouvemens ; et tous les phéno- 
mènes de la nature confirment cette loi impor- 
tante , qu'on exprime ordinairement, en disant 
que la réaction est toujours égale et contraire 
à l'action. 

■ 

Cette loi, comme l'observe très-bien Maclau- 
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rin, n'est en quelque sorte qu'une généralisation 
de la loi d'inertie contenue dès la première hy- 
pothèse donnée ci- dessus ; c'est-à-dire, que sui- 
vant les expressions de cet illustre géomètre, 
« non-seulement un corps isolé ne change jamais 
» son état de lui-même ; mais que lorsqu'il y a 
» plusieurs corps qui agissent les uns sur les au- 
» très, l'un n'acquiert aucune force nouvelle qui 
» ne soit perdue par un autre dans la même di- 
* ï> rection ; d'où il suit, que quoique par le choc 
» le mouvement passe de l'un à l'autre , cepen- 
)> dant la somme de leurs quantités de mouve- 
» ment , estimée dans une direction donnée, est 
)) toujours la même , et qu'elle est inaltérable par 
» leurs actions mutuelles. Ainsi cette loi de l'éga- 
» lité entre l'action et la réaction , sert à rendre 
» la loi d'inertie plus générale, et à l'étendre à 
» un nombre de corps quelconque. Car, comme 
» par celle-ci , un corps persévère dans son état 
» de repos ou de mouvement uniforme en ligne 
» droite , jusqu'à ce qu'il soit affecté de quelque 
» cause externe; de même, par la loi de l'égalité 
)> entre l'action etla réaction , la somme des quan- 
D tités de mouvement d'un nombre quelconque 
» de corps, estimées dans une direction donnée, 
» persévère la même, malgré les chocs ou l'ac-. 
» tion mutuelle des corps particuliers, jusqu'à 
)> ce que quelque influence externe vienne à les 
» déranger ». 
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85. Quelque compliqué que soit le système , 
et quand même le mouvement seroit transmis 
d'un corps à l'autre par une machine ou par une 
suite de corps intermédiaires , Faction récipro- 
que de toutes les parties du système , ne s'en ré- 
soudroit pas moins en un système d'actions et 
réactions partielles , égales et directement oppo- 
sées deux à deux ; car alors l'action qui s'exerce 
entre les corps éloignés, passe de proche en 
proche par l'action immédiate qui s'exerce entre 
les corps contigus considérés deux à deux. 

86. Il résulte donc de tout ce qui vient d'être 
dit, que la quantité de mouvement gagnée par 
un corps quelconque , est la résultante des quan- 
tités de mouvement partielles , qui sont censées 
lui être imprimées par tous les autres corps du 
aystême , et que la quantité de mouvement per- 
dueestla résultante de toutes celles qu'il est censé 
imprimer lui-même à chacun de ces autres corps. 

Donc la résultante de toutes les forces qu'il 
imprime est toujours égale et directement oppo- 
sée à la résultante de toutes celles qu'il reçoit. 

87. Cette loi a non- seulement lieu pour les 
corps durs, mais pour ceux de toutes espèces. 
L'élasticité peut augmenter la quantité de mou- 
vement que les corps s'impriment respective- 
ment. Mais comme ils se débandent avec la même 
énergie, dans les deux sens opposés , la somme 
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totale reste la même dans chaque sens. Enfin, dit 
encore Macîaurin, «nous ne connoissons dans 
» un corps d'autre façon de perdre sa force, qu'en 
)) la communiquant à un autre ». 

88. Ii peut paroître d'abord que cette loi doit 
souffrir exception dans le cas où il y a des points 
fixes dans le système : mais le fait est, que dans 
la nature il n'existe réellement aucun point véri- 
tablement fixe : ces points regardés comme fixes, 
pour la facilité des calculs, ne sont que des masses 
très-considérables , et qu'on regarde comme in- 
finies à l'égard des autres corps du système. Ainsi 
le point d'appui sur lequel tourne un Jevier, est 
lié au globe de la terre, il est censé ne faire qu'un 
avec elle, il paroît fixe et ne l'est pas, et les 
quantités de mouvement perdues par les corps 
suspendus à ce levier, sont gagnées par le globe 
même de la terre, où elles deviennent insensibles 
et inappréciables pour nous. Ce qui fait que nous 
regardons ce point d'appui comme réellement 
fixe et capable de détruire les forces qui lui sont 
imprimées, et qu'on est obligé, en mécanique, 
de tenir compte de ces forces comme si, elles dér 
rogeoient en effet à cette égalité constante entre 
l'action et la réaction en sens contraire. . ; 

89. Sur lacinquième hypothèse. L'expérience 
prouve , que si quand plusieurs corps agissent 
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les uns sur les autres , le système général est em- 
porté d'un mouvement commun dans un sens 
quelconque, que par exemple, si c'est une table 
comme celle d'un billard , placée sur un vaisseau 
qui voyage, les résultats seront les mêmes que 
ci-dessus ; c'est-à-dire que les corps se compor- 
teront l'un à l'égard de l'autre, comme si la table 
éloit fixe. 

En effet , il paroît tout simple que l'intensité 
du choc entre deux corps ne dépende pas de leur 
mouvement commun , mais seulement de la ra- 
pidité avec laquelle ils tendent à se rapprocher 
l'un de l'autre. Ils ne se heurtent ou ne se tirent 
que parce qu'ils sont animés de mouvemens in- 
compatibles. On ne voit donc pas pourquoi ces 
mouvemens se modifieroient au-delà de ce qui est 
strictement nécessaire pour que les corps cessent 
de se gêner, et leurs mouvemens d'être incom- 
patibles $ c'est-à-dire, donc que conformément 
à la cinquième hypothèse , les quantités de mou- 
vement que s'impriment réciproquement les corps 
qui agissent l'un sur l'autre , en se poussant ou 
en se tirant, ne dépendent point de leurs vitesses 
absolues, mais seulement de leurs vitesses rela- 
tives. 

Quant à la seconde partie de l'hypothèse, qui 
considère l'action qu'exercent l'un sur l'autre 
par choc , pression ou traction , deux corps qui 
sont séparés par d'autres corps , l'expérience 
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apprend que l'action n'est pas dirigée suivant la 
droite qui les joint, comme pour ceux qui agissent 
immédiatement l'un sur l'autre; mais qu'elle 
passe d'abord de ceux-ci dans ceux qui leur sont 
contigus , et qui peuvent en absorber une par- 
tie ; qu'ensuite ceux-ci transmettent ce qui reste 
aux autres corps avec lesquels ils sont en conti- 
guïté; ainsi de suite, depuis le premier jusqu'au 
dernier des deux corps considérés , de manière 
que l'action se résout toujours en une suite d'ac- 
tions immédiates. Il est naturel de penser que 
cela doit être ; car si l'on supprimoit les corps 
intermédiaires enfre le premier et le dernier, il 
n'y auroit plus d'action réciproque, puisque l'im- 
pénétrabilité ne les empêcheroit plus de suivre 
chacun son impulsion. Il faut donc que cette action 
soit reçue d'abord par les corps intermédiaires les 
plus voisins , et qu'elle passe ensuite de proche 
en proche du premier jusqu'au dernier. 

Sur la sixième hypothèse. Si deux globes , au 
lieu de se choquer directement, se choquoient 
obliquement , c'est-à-dire de manière que leurs 
vitesses ne fussent pas dirigées suivant la ligne 
des centres, l'équilibre n'auroit pas lieu, quelles 
que fussent ces vitesses. 

On sent en effet que quand deux corps vien- 
nent à se choquer , la quantité de mouvement 
ou la force morte que chacun d'eux imprime à 
l'autre , doit être dirigée perpendiculairement à 

5 
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leur surface commune au point de contingence ; 
car on ne voit aucune raison pour qu'ellasoit 
inclinée à cette perpendiculaire, plutôt dans un 
sens que dans l'autre. L'action réciproque entre 
les deux globes, doit donc être dirigée suivant la 
ligne des centres ; et puisque les vitesses ont une 
autre direction , les quantités de mouvement 
respectivement imprimées ne peuvent détruire 
ces vitesses. On peut donc induire de cette expé- 
rience comme du seul raisonnement , que con- 
formément à l'énoncé de la sixième hypothèse , 
les quantités de mouvement que s'impriment res- 
pectivement les corps par leur choc , sont tou- 
jours dirigées perpendiculairement à leur surface 
commune au point de contact. 

QO. Sur la septième hypothèse. L'expérience 
prouve , comme on l'a vu ci-dessus , que quand 
deux corps durs viennent à la rencontre l'un de 
l'autre en sens opposés , avec des quantités de 
mouvement égales, il y a équilibre. Elle prouve 
aussi , que si ces corps sont animés de quantités 
de mouvement inégales, l'équilibre n'aura pas 
lieu ; mais que ces corps n'en marcheront pas 
moins de compagnie après le choc. 

On ne voit pas, en effet , ce qui pourroit obli- 
ger ces corps à rejaillir en sens contraires. Il est 
naturel de penser , qu'il n'y a que la restitution 
des ressorts lorsqu'il y en a, qui puisse produire 
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cet effet , et que par conséquent les corps étant 
supposés parfaitement durs, ils ne doivent agir 
l'un sur l'autre qu'autant qu'il est nécessaire 
pour que leurs mouvemens respectifs soient 
anéantis : et en suivant cette présomption par 
analogie, on sera porté à penser que dans le 
choc des corps durs , et par la même raison , 
dans le choc des corps mous, qui sont également 
sans ressort , en quelque nombre et de quelque 
forme qu'ils soient , leur vitesse relative après 
le choc, c'est-à-dire, estimée dans le sens de leur 
action réciproque , ou perpendiculairement à 
leur surface commune aux points de contingence, 
doit toujours être nulle. 

91. Comme, au contraire, dans le choc des 
corps parfaitement élastiques, la restitution des 
ressorts est Supposée se faire par les mêmes de- 
grés que la compression dans le sens opposé, il 
paroît tout simple de conclure , que les corps se 
sépareront après le choc avec la même vitesse re- 
lative que celle qu'ils avoient dans le sens con- 
traire avant le choc ; ce qui est conformé à la 
septième hypothèse. 

Ainsi , toutes les hypothèses proposées sont 
établies de la manière la plus plausible , par les 
faits et par le raisonnement. Nous regarderons 
donc ces hypothèses comme les véritables lois de 
la nature , en attendant que de nouveaux phéno- 
mènes viennent les confirmer ou les détruire. 
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Diverses conséquences déduites des hypothèses 
précédentes. Ce qu y on>nomme force d'inertie. 
Propriétés des forces qui concourent vers un 
même point. Des forces parallèles et du cen- 
tre de gravité. 

92. Sur la force oV inertie. Suivant la pre- 
mière hypothèse , tout corps persévère dans son 
état de repos ou de mouvement uniforme et rec- 
tiligne , jusqu'à ce qu'il en soit tiré par l'action 
d'un autre corps. Lorsque cet autre corps vient à 
frapper le premier , chacun de ces corps prend 
une nouvelle quantité dè mouvement , qui est la 
résultante de celle qu'il avoit et de celle qu'il 
gagne , et cette quantité de mouvement qu'il 
gagne , est censée lui être imprimée par l'autre 
corps. Ainsi le premier des corps ci-dessus reçoit 
du second une certaine quantité de mouvement 
qui se combine avec celle qu'il avoit déjà , et qui 
donne ainsi pour résultante celle qu'il doit avoir 
après $ et réciproquement celui-ci , en vertu du 
principe de l'égalité entre l'action et la réaction, 
imprime au second corps une quantité de mou- 
vement égale et contraire à celle qu'il en reçoit» 
Or cette quantité de mouvement que chacun de 
ces corps imprime à l'autre , lorsque celui - ci 
dérange le mouvement du premier , s'appelle 
Jbrce d'inertie de ce premier. 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. 69 

93 . La même chose a lieu lorsqu'il s'agit d'un 
système de corps. 

On appelle alors force d'inertie de chacun 
d'eux à chaque* instant, la résistance qu'il oppose 
à son changement d'état, c'est-à-dire la réaction 
qu'il exerce sur le système des autres corps qui 
le font passer du repos au mouvement ; du mou- 
vement au repos , ou d'un mouvement à un autre 
mouvement : c ? est, en un mot, une *t>rce égale 
et contraire à celle qu'il faut imprimer à ce mo- 
bile , pour le faire passer de l'état où il étoit , à 
eelui où il se trouvera l'instant d'après. 

D'où il suit , que si Kon décompose la vîtesse 
effective du mobile avant le choc en deux autres, 
dont l'une est celle qu'il doit prendre après h> 
choc ; l'autre multipliée par la masse de ce mo- 
bile, sera ce qu'on nomme sa force d- inertie avt 
moment du choc. 

• 

g4. Il ne faut pas confondre la force oViner* 
tie avec la quantité de mouvement perdue. Pour 
avoir celle-ci , il faut (4i) décomposer la vîtesse 
qu'auroit prise le mobile l'instant d'après s'it 
eût été libre, en deux, dont l'une soit celle qu'it 
prendra réellement ; l'autre , multipliée par la 
masse du mobile, sera la quantité de mouve- 
ment perdue. La différence est , que pour ce der- 
nier cas, on doit décomposer la vîtesse avec la- 
quelle le corps tend à se mouvoir l'instant d'après^ 
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au lieu que pour la force d'inertie , c'est la vitesse 
avec laquelle il se mouvoit réellement l'instant 
d'auparavant qu'il faut décomposer : or ce n'est 
pas toujours la même chose, parce qu'il peut 
survenir à l'instant du choc une force motrice 
qui n'entre point dans la décomposition néces- 
saire pour avoir la force d'inertie , et qui entre 
dans celle qu'il faut faire pour obtenir la vitesse 
perdue. Cjs deux quantités, savoir la force d'iner- 
tie et la quantité de mouvement perdue , se con- 
fondent lorsque le système se meut uniquement 
en vertu d'un mouvement précédemment acquis, 
parce qu'alors , en yertu de la seconde hypo- 
thèse , chaque corps conserveroit , s'il étoit libre, 
la vitesse précédemment acquise. Mais il n'en est 
pas de même lorsque les corps sont animés de 
forces motrices, car alors il est clair que la quan- 
tité de mouvement que chaque corps prendroit 
s'il étoit libre, est composée de celle qui étoit 
précédemment acquise, et de celle que fait naître 
la force motrice. Donc alors la quantité de mou- 
vement perdue par le choc , est la résultante de 
trois forces ; savoir , x°. la quantité de mouve- 
ment acquise ou avant le choc ; 2°. la quantité 
de mouvement imprimée par la force motrice; 
3°. la quantité de mouvement égale et contraire 
à celle qui doit rester au mobile après le choc* 
Mais par la définition que nous venons de don- 
ner de la force d'inertie, la quantité de mouve- 
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ment qu'elle imprime , est la résultante delà pre- 
mière et de la dernière des trois forces dont nous 
venons de parler. Donc, 

La quantité de mouvement perdue , est la ré- 
sultante de la quantité de mouvement produite 
par la force motrice , et de la quantité de mou- 
vement produite par la force d'inertie. 

g5. Lorsqu'il y a choc, c'est-à-dire change- 
ment brusque dans le mouvement du corps, la 
quantité de mouvement produite par la force 
motrice, est infiniment petite à l'égard de la 
quantité de mouvement perdue; et par consé- 
quent, cette quantité de mouvement perdue ne 
diffère alors qu'infiniment peu de la force d'iner- 
tie. Mai» lorsque le mouvement change par de- 
grés insensibles, la quantité de mouvement per- 
due pendant un temps infiniment court, est elle- 
même infiniment petite; c'est celle qui se détruit 
par la pression des corps les uns contre les au- 
très , par la tension des fils , ou en général par 
l'action réciproque des corps; en un mot, c'est 
ce qu'on entend parla simple expression de force 
dans un système en équilibre: distinguons-la par 
le nom de force exercée par le mobile. 

96. Il suivra donc de ce qui précède, que la 
force exercée à chaque instant par chacun des 
corps du système, est la résultante de la force 
motrice et de là force d'inertie. 
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Donc réciproquement, la force d'inertie est 
la résultante des forces exercées par le mobile 
sur tous les autres corps du système par pression 
ou tension , et d'une force égale et directement 
opposée à sa force motrice. 

Donc si la force motrice est nulle ; c'est-à-dire, 
si le système se meut uniquement en vertu d'un 
mouvement antérieurement acquis, et qui varie 
seulement par l'action que les corps exercent à 
chaque instant les uns sur les autres , la force 
d'inertie se trouvera , pour chaque corps et pour 
chaque instant, égale et directement opposée à 
la pression ou traction qu'il éprouve. 

97. Si au contraire tous les corps sont libres , 
et ne se meuvent qu'en vertu des forces rtotrices, 
comme la pesanteur , alors la force d'inertie de 
chacun est à chaque instant égale simplement et 
directement opposée à sa force motrice. 

98. Enfin , dans le cas d'équilibre ou de mou- 
vement uniforme , la force d'inertie est tou- 
jours o, quelles que soient d'ailleurs les forces 
motrices auxquelles est livré le système ; car la 
force d'inertie n'exprime pas le changement qui 
survient au système, en regardant comme acquis 
les mouvemens qu'il tend à prendre, mais seu- 
lement eu égard aux mouvemens effectifs qu'il 
avoit déjà acquis antérieurement à l'action de 
la force motrice. 
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«Je dois remarquer, dit Euler dans sa 66* 
ï) Lettre à une princesse d'Allemagne, que c'est 
» nommer fort mal-à-propos force 9 cette qualité 
» des corps par laquelle ils restent dans leur état; 
» car si Ton comprend sous le mot de farce tout 
» ce qui est capable de changer l'état des corps , 
» la qualité par laquelle ils se conservent dans le 
» leur, est plutôt l'opposé d'une force. C'est donc 
» par abus que quelques auteurs donnent le nom 
)> de force à l'inertie , qui est cette qualité , et 
» qu'ils la nomment force d'inertie. Cet abus 
y> peut jeter dans des erreurs fort grossières ». 

Cette observation d'Euler est frappante ; mais 
il est facile d'éviter ces erreurs, en distinguant 
ce qu'on nomme simplement inertie, de la force 
d'inertie. L'inertie n'est qu'une propriété qui no 
peut entrer dans un calcul; mais la force d'iner- 
tie est une vraie quantité susceptible d'une ap- 
préciation exacte. L'inertie est simplement la 
propriété qu'a chaque corps de rester dans son 
état de repos ou de mouvement uniforme et rec- 
tiligne ; et la force d'inertie est (94) la quantité 
de mouvement que ce corps imprime à tout autre 
corps qui vient le tirer de cet état. 

La force d'inertie a donc bien véritablement 
le caractère de ce qu'on nomme force en général , 
c'est-à-dire, de tout ce qui change l'état de repos 
ou de mouvement des corps ; car puisqu'elle est 
une quantité de mouvement imprimée, elle 
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change nécessairement l'état du corps auquel elle 
est imprimée : et quant à l'état du corps qui l'im- 
prime , il est aussi changé en même temps ; mais 
c'est par la réaction de l'autre corps , réaction 
qui n'est autre chose à son tour, que la force 
d'inertie de cet autre corps. Ainsi l'état de cha- 
cun des deux corps qui se choquent , est changé 
par la force d'inertie de l'autre, auquel il im- 
prime lui-même une égale quantité de mouve- 
ment en sens contraire par la sienne propre. 

gg. Nommons dt l'élément du temps , ou 
l'intervalle infiniment court, pendant lequel on 
considère l'effet de la force motrice , et celui de 
la force d'inertie ; M la masse du corps , Mp la 
force motrice, la force d'inertie, et par con- 
séquent Mpdt, Mqdt leurs effets , c'est-à-dire les 
quantités de mouvement qu'elles fer oient naître 
respectivement dans M pendant dt. La quantité 
de mouvement perdue pendant dt, sera donc la 
résultante de Mpdt et Mqdt (fig. 96). 

Soit V la vitesse du corps pour un instant 
donné, d V son accroissement pendant dt, z l'an- 
gle compris entre cette vitesse V et la force accé- 
lératrice p. La force motrice Mp estimée dans 
le sens de V, sera donc Mp cos. z ; et par con- 
séquent , la quantité de mouvement imprimée 
dans ce sens pendant dt, sera Mpdt cos. z. 

D'un autre côté, la quantité de mouvement 
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étant MV, s'accroîtra pendant dt dans le sens 
de V, de la quantité MdV : donc — MdV est ce 
que nous ayons appelé l'effet de la force d'iner- 
tie , aussi estimée dans le sens de V $ donc , 
Mpdt cos. z — MdV est la résultante de ces 
deux forces estimées chacune dans le sens de V; 
donc c'est la quantité de mouvement perdue par 
M pendant dt estimée dans le sens de V. Mais 
cette quantité de mouvement perdue , est l'effet 
de la force de pression exercée par M , multi- 
pliée par le temps dt pendant lequel elle s'exerce. 
Donc cette force exercée à chaque instant, esti- 
mée suivant la vitesse V du mobile, est 

dV 

Mp cos. z — M 

100. Si l'on faisoit prendre au système un 
autre mouvement quelconque , qu alors u expri- 
mât la nouvelle vitesse de M , x l'angle compris 
entre cette nouvelle vitesse et la force accéléra- 
trice p , et y l'angle compris entre les deux 
vitesses V et u $ il est clair que Mp cos. arseroit 
la force motrice estimée dans le sens de la nou- 
velle vitesse u y et que V cos. y seroit la première 
vitesse estimée dans le sens de la seconde : que 
par conséquent, d(V cos.y) seroit l'accroisse- 
ment de cette vitesse estimée dans le sens de u. 

^ „' rf(Vcos.r) . 1 r 11. 

Donc — M— - — j — — seroit la force d'inertie 

ai 
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estimée dans le même sens de u. Donc la force 
de pression exercée à chaque instant par M esti- 
mée dans le sens de u 9 seroit 

M p cos. x — M — — . 

<Lt 

101. Sur les forces qui concourent en un 
même point. Concevons un système quelconque 

de forces , MA, MB, MC (fig. 12) , appliquées au 

même point M , et dont MK soit la résultante. Par 
le point M, menons une droite quelconque indé- 

finie MF , et sur cette droite , prenons à volonté 
un point F quelconque. Des points A, B, C, K, 

menons des perpendiculaires A a, Bb , Ce, K£ 

sur MF, et du point F des perpendiculaires 

Fa', Fb\ Fc , Fkf y sur les directions des puis- 
sances. Cela posé : 

Les triangles semblables MAa, MFa , don- 
neront 



MA: Ma :: MF, Ma , ou 

MA.Ma'= MF . Ma. Par la même raison, on aura 

MB.M?==MF.M^ 



MC.Mc' = MF.Mc 



MKL.MA'= — MF. M*. 

Ajoutant toutes ces équations , et observant que 
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le dernier membre de l'équation totale se réduit 

à o, à cause de Mit sa Ma -f Mb + Me, il 
Tiendra 

MA .Ma' + MB. M? + MC.M?= MK.MÂ 7 . 
C'est-à-dire, que la somme des produits de cha- 
cune des forces composantes , multipliée par la 

distance M F du point de concours des forces à 
un point quelconque F de l'espace, estimée dans 
le sens de cette force, est égale à la force résul- 
tante , multipliée de même par la distance MF, 
estimée dans le sens de cette force. 

Si la résultante MK étoit o, les autres forces 
se feroient mutuellement équilibre , donc : dans 
le cas d'équilibre entre plusieurs forces diri- 
gées vers un même point, la somme des pro- 
duits de chacune de ces forces par la distance 
du point de concours à un point quelconque pris 
dans l'espace , estimée dans le sens de cette 
force , est égale à o. 

IO&. Les mêmes triangles semblables M A a , 
MFa' que nous avons considérés ci -dessus, 

donnent MA : Aa :: MF : Fa , ou 

MA . Fa'= MF . Aa, et par la même raison, on aura 

^ÏB.ÏW==MF.Bô 

-MC.F? = MF.Cc* 

-mLf*'==— mf.k*. 
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Ajoutant toutes ces équations , on aura 

MA.ÎV+ MB. FA 7 — MC.ÎV — MK.FyF 
= MF (Aa + BÏ? — C'a — O). 

103. Si toutes ces forces étoient dans un même 
plan , le second facteur du dernier membre se 
réduiroit à zéro (27) $ on auroit donc 

MA.Fa+MB.F^ 7 — MC.fv = MK.F?. 

C'est-à-dire que la somme des momens des 
forces proposées à l'égard d'un point quelcon- 
que F, pris dans le plan de ces forces , en pre- 
nant négativement celles qui comme MC tendent 
à faire tourner dans le même sens que la résul- 
tante autour de ce point ; seroit égale au moment 
de cette résultante à l'égard du même point. 

104. Si les forces sont dans des plans diffé- 
rens , en faisant la projection de tout le système 
sur un plan quelconque, et considérant le point F 
comme la projection d'une droite ou axe per- 
pendiculaire à ce plan ; on conclura par les 
mêmes raisonnemens , que le moment de la ré- 
sultante à l'égard de cet axe est égal à la somme 
des momens des forces composantes à l'égard du 
même axe. 

105. Lorsque la résultante est o, les forces 
proposées se font mutuellement équilibre. Donc: 
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Dans un système quelconque de forces en 
équilibre autour d'un point donné , la somme 
des momens des forces à l'égard d'un axe quel- 
conque mené dans P espace 9 est égale à zéro , 
en prenant au positif celles de ces forces qui 
tendent à faire tourner dans un sens , et au 
négatif celles qui tendent à faire tourner dans 
le sens contraire. 

■ 

l|£>. Ce que nous venons de dire sur les forces * 
qui concourent vers un même point , est égale- 
ment vrai pour tout autre système de forces en 
équilibre , puisque par la seconde hypothèse , 
chacune d'elles est égale et directement opposée 
à la résultante de toutes les autres 5 ce qui ramène 
tous les cas possibles à celui où toutes les forces 
concourent au même point. 

-. < . 

107. Sur les forces parallèles. Des forces 
parallèles peuvent être considérées comme con- 
courant en un même point infiniment éloigné. 
D'où il suit visiblement i°. que la résultante de 
plusieurs forces parallèles est égale à leur somme 
en prenant au négatif celles qui sont dans le sens 
opposé à cette résultante. 2 0 . Que la somme des 
momens de toutes ces forces parallèles à l'égard 
d'un axe quelconque pris dans l'espace, est égale 
au moment de la résultante à l'égard du même 
axe 5 en prenant au négatif celles de ces forces 



80 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

qui tendent à faire tourner autour de cet axe 
dans un sens contraire à cette résultante. 
Ainsi , par exemple , si le système se rédui- 

soit à deux forces parallèles ka , Bb appliquées 
aux extrémités d'un levier , et en équilibre au- 
tour d'un point fixe K , la résultante de ces deux 
forces , qui est toujours égale et contraire à celle 
qui fait équilibre â ces deux forces combinées , 
passeroit nécessairement par ce point fixeJL ; et 
le moment de cette résultante à l'égard $è ce 
point K étant o , il faudroit que les deux momens 

Afl.RA et B6.KB, fussent égaux entr'eux ; 

c'est-à-dire, que les forces Aa, B b fussent en 
raison inverse de leurs bras de levier. 

108. Cette proposition , la plus ancienne que 
l'on connoisse sur les lois de l'équilibre , fut dé- 
couverte , comme on sait , par Archimède , et a 
toujours passé pour un principe fondamental. Sa 
liaison intime avec celui du parallélogramme des 
forces est facile à appercevoir. En effet, 

Concevons un levier FKA (fig. 10) , coudé au 

pointfixeK,et dont les bras KA, KF soient égaux. 
En y appliquant perpendiculairement deux for- 

■ 

ces égales A a , BB', il n'y a aucune raison pour 
que l'une l'emporte sur l'autre ; ainsi il y aura 
équilibre. 
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Prolongeons le bras du levi er KÂ au-delà du 

ÏW ^ ,"T CC reDC ° ntre k direc «°» 
„ de k f °f C 8ppli<luée a " P° int F, et sup- 
posons cette force F appliqué maint nant ï„ 

po.ntB de sa direction ^'équilibre ne sera pas 
troublé : ainsi les forces Aa , BB' appliquées aux 
estrémi tés de A , B du levier Àlêïï, dont les braa 
sont megaux^e feront équilibre. Cela posé, 
La f orce BB' estimée dans le sens BÎ n er 

fa'seûL n 8ire 8U " 0UVeaU l6Vier ' eSt é vide m , n P e „; 
Ja seuleju, aglsse sur lepoint A; car celle que 

donne BB' dans le sens Bb du levier ti™* 
le Pointe K , est détruite pa^TncT 
force B^, qui est la première bF estimée per- 
pend.cuhurement aulevier , est la seule qui Ze 
équilibre à la force Aa. Breste donc à trouver 
le rapport de cette force Aa à la force B~b. 
Or lestrianglessemblables BB'b, BKF donnent 

BB': Bày.BK FK, ou BB'.râ = B*.BK • 
mais 9 

•.....'..« r, 

C est-a-d.re, que les deux forces Aa, Bb, qui , e 
font mutuellement équipe aux ex rém ^ du 
levier droit BKA , doivent être en raison nV er S " 
de leurs bras de levier. ° Vers * 

6 



I 
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ÎOC). Ce que nous venons de dire de deux 
forces parallèles seulement appliquées au levier, 
s'étend visiblement à un nombre quelconque de 
forces parallèles en équilibre autour de ce même 
levier ; car la résultante de toutes ces forces pas- 
sant nécessairement par le point fixe , son mo- 
ment à Tégard de ce point fixe sera nul , et par 
conséquent, en rapportant tous les mômens à ce 
point fixe, la somme des momens de celles de ces 
forces qui tendent à faire tourner ce levier dans 
un sens, sera égale à la somme des momens des 
forces qui tendent à faire tourner dans le sens 
contraire. 

110. Concevons plusieurs corps A, B,C,&c. 
( fig. 11), animés de différentes forces , toutes 
parallèles entr'elles. On voit par les principes 
exposés ci-dessus , que pour trouver la résul- 
tante des deux forces A , B, il faut diviser la 

droite AB au point m en parties réciproquement 
proportionnelles à ces forces ; que cette résul- 
tante sera A + B , qu'elle passera par le point m , 
et qu'elle sera parallèle aux premières. Cette ré- 
sultante trouvée, on n'aura par la même raison , 

qu'à diviser la droite rriC au point n , en raison 
réciproque de cette résultante A+B et de la 
force C : et si par le point n , on mène une 
parallèle aux forces données , elle sera la direc- 
tion de la résultante des trois forces A , B , C , et 
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cette résultante sera A-f-B-l-C. En continuant 

i 

de pareilles opérations sur les autres forces du 
système, on déterminera le point Q par lequel 
doit passer la direction de la résultante générale : 
cette résultante sera la somme de toutes les forces 
composantes et parallèles à ces mêmes forces. 

Or il faut observer que la construction indi- 
quée ci- dessus ne dépend nullement de la direc- 
tion des forces , mais seulement de leur gran- 
deur et de leur parallélisme. Ainsi , les points 
m, n , o , p , Q seroient toujours les mêmes, si les 
forces restant les mêmes r changeoient seulement 
de direction en demeurant parallèles. Ces points 
sont nommés centres des forces parallèles je 'est-à- 
dire, que le centre des forces parallèles A, B 
est m; celui des forces parallèles A , B, C est /z, &c. 
et qu'enfin Q est le centre des forces parallèles , 
du système général. ; > - 

111. Concevons que de chacun des points 
A, B, C,&c. m, n,o, p, &c on abaisse 



perpendiculaires Aa\ Bb', mm', &c. sur un plan 
quelconquè. Il est aisé de voir, que puisque les 

inomens A . km , B Bm sont égaux à l'égard du 
point 77i, on devra avoir à l'égard d'un point 

quelconque m" pris sur la direction de A B, 

A.ÂttT' + B.Btt? = (A+B) mm"; Car on a 

Am = A m" ■+• mm" , Bm = mm" — Bm, 
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Substituant ces valeurs dans l'équation A Am 

— B Bm = o que donne l'égalité des momens 
à l'égard du point m , on aura 

. aX7' + B.ÏW== (A+B) Tnlri 1 . 

On pourroit par un semblable raisonnement , 
en regardant la résultante A + B de A et B, 
comme une seule force appliquée au point m, et 
nommant ri, d ,p, q', &c. les points où tombe- 
roient les perpendiculaires abaissées sur le même 
plan, des points n,o,p, q, &c. 5 on prouveroit, 
dis- je , qu'on doit avoir 

A.Â?-f-B.BF-f.C.C?4-D.D? = ( A-f B+C+D)77, 

ainsi de suite. C'est-à-dire qu'en général , 

Dans un système de forces parallèles, la 
somme des momens de ces forces à l'égard 
d'un plan donné } ou la somme des produits de 
chacune de ces forces par la distance du point 
ou elle est appliquée à un plan quelconque 
donné, est égale à la somme de toutes ces forces 
multipliée par là distance de leur centre géné- 
ral au même plan: ' r • 

Donc si l'on nomme A , B , C , D, &c. plu- 
sieurs forces parallèles appliquées à des corps 
quelconques; a, b 9 c, d, &c. les distances de 
ces corps à un plan quelconque 5 p la distance du 
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centre général de ces forces au même plan , on 
aura 

A.a+B.3+C.c+ &c. = (A4-B+C+ &c.)p; 
donc 

_A.a+B.HCc+ &c. 
P ~~ A+B+C+ oie. 

112. Sur le centre de gravité. Si tous les 
corps sont liés entr'eux d'une manière invaria- 
ble , la construction indiquée ci- dessus (no) 
pour déterminer le centre des forces , sera évi- 
demment toujours la même , quelque position 
qu'on donne à ce système, pourvu que les forces 
restent toujours les mêmes qu'auparavant , et 
parallèles à leurs premières directions. Donc ce 
centre de forces conservera toujours la même 
position à l'égard de chacun des corps du système. 

11 3. Supposons que les forces considérées 
soient les poids des corps A , B , C 9 D , &c. le 
centre des forces sera alors ce qu'on nomme le 
centre de gravité du système. 

Donc dans un système de corps dont toutes les 
parties sont invariablement liées entr'elles, le 
centre de gravité ne change point à l'égard des 
diverses parties de ce système , quelque position 
qu'on lui donne dans l'espace. 

Et puisque la gravité est constante, c'est-à- 
dire, puisque les poids sont proportionnels aux 
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masses , la distance de ce centre de gravité à un 
plan quelconque, sera égale à la somme des pro- 
duits de chacune de ces masses par sa distance au 
plan proposé, divisée par la somme des masses. 

11 4. Donc si le système change de position 
en général, ou si les diverses parties de ce sys- 
tème changent de position en trilles, le chemin 
qu'aura fait le centre de gravité pour se rappro- 
cher de ce même plan , sera égal à la somme des 
produits de chacune des masses, par le chemin 
qu'elle aura fait pour se rapprocher de ce plan , 
divisée par la somme de ces mêmes masses ; et si 
parmi ces corps quelques-uns s'éloignoient au 
lieu de se rapprocher, il faudroit faire entrer 
négativement ces éloignemens dans l'égalité pré- 
cédente. 

11 5. Donc la vitesse du centre de gravité 
d'un système quelconque de corps , soit que les 
diverses parties en soient liées ou non entr'elles ; 
cette vitesse , dis-je, estimée dans un sens quel- 
conque, est égale à la somme des produits de 
chacune des masses par sa vitesse estimée dans ce 
sens , divisée par la somme de ces masses, ou par 
la masse totale du système. 

1 16. Donc la somme des quantités de mou- 
vement des différentes parties d'un système de 
COrpA , estimées dans un sens quelconque , est 
égale à la masse totale du système , multipliée 
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par la vitesse du centre de gravité , estimée 
dans le même sens , soit que les corps soient 
invariablement liés entr'eux ou non. 

Il 7. Concevons un système quelconque de 
corps auxquels soient appliquées des forces quel- 
conques. Décomposons chacune de ces forces en 
trois autres parallèles à trois axes donnés , per- 
pendiculaires entr'feux ; le système général des 
forces se trouvera ainsi réduit à trois systèmes 
de forces parallèles , et l'on pourra appliquer à 
chacun d'eux , ce que nous avons dit en général 
des propriétés d'un système quelconque de forces 
parallèles entr'elles. 

Soient A , B , C , D , &c. ces forces ; impri- 
mons à chacun des corps qu'elles animent un 
mouvement quelconque; nommons A', B', C, 
D', &c. les vitesses respectives de chacun de ces 

A /S 

corps , et de plus , désignons par A A,BB', 

C C, &c. les angles compris entre la direction 
de la force de chaque mobile , et la direction de 

sa vitesse ; c'est-à-dire , que la forme A A' est ■ 
prise pour exprimer l'angle compris entre les 
directions de A et A', ainsi des autres. 

Enfin nommons a, a, « les trois forces dans 
lesquelles A est décomposée parallèlement aux 
trois axes donnés, et par a 7 , a\ *\ les trois vitesses 
dans lesquelles on peut décomposer la vitesse A' 
parallèlement à ces mêmes axes; ainsi des autres. 
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118. Il est prouvé en géométrie, que lorsque 
deux droites se croisent sous un angle quelcon- 
que, si l'on fait les projections de ces deux droites 
6ur chacun des axes , le produit de ces deux droi- 
tes par le cosinus de l'angle compris , est égal à 
la somme des trois produits de leurs projections 
6ur chacun de ces axes. 

Donc nous aurons 

A . A' - cos. A A' = aa'-h ad + et pareillement 

B . B' . cos. B A B' = bb' + bb' + tff 

/s 

C . C • cos. C C' = ce' + ce +yy 

&c. &c. &c. 

Ces formules sont très-utiles dans la théorie 
de la mécanique , où l'usage le plus ordinaire est 
de rapporter les mouvemens du système consi- 
déré à trois axes perpendiculaires entr'eux. 

Nouvelles conséquences résultantes des hypo- 
thèses établies précédemment ; accord de ces 
résultats avec d'autres faits généralement 
reconnus. 

119. Les lois fondamentales de l'équilibre et 
du mouvement sont renfermées dans les hypo- 
thèses établies ci-dessus, et nous pourrions dès- 
à- présent passer à la seconde partie, dont l'objet 
est d'exprimer ces lois par des formules algébri- 
ques; mais il paroît plus convenable de faire 
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d'abord , en quelque sorte, pressentir ces résul- 
tats par la comparaison de quelques nouveaux 
faits généralement reconnus, avec les premières 
conséquences qui dérivent de ces hypothèses. 

En réfléchissant sur les phénomènes les plus 
familiers , il arrive souvent qu'on entrevoit cer- 
tains principes , auxquels sans doute il seroit 
dangereux de se livrer, avant que d'être par- 
venu à leur donner la précision et la rigueur 
mathématiques; niais qui n'en sont pas moins 
des indications précieuses du but vers lequel on 
doit diriger ces recherches. C'est ainsi qu'ont été 
successivement découverts la plupart des prin- 
cipes les plus importans et les plus usuels de la 
mécanique , tels que celui des vitesses virtuelles , 
celui de la conservation des forces vives tant dans 
le choc des corps élastiques , que dans les sys- 
tèmes de corps durs dont le mouvement change 
par degrés insensibles ; celui de la position du 
centre de gravité au point le plus bas possible 
dans les machines à poids ; celui de la moindre 
action dans les systèmes de corps animés de forces 
centrales, &c. 

1 20. Ces principes ont été d'abord , en quel- 
que sorte, apperçus dans le vague comme par 
instinct, et appuyés plutôt sur leur conformité 
avec les résultats particuliers , auxquels on arri- 
voit par d'autres voies , que sur des démonstra- 
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tions générales et rigoureuses. Mais les efforts que 
l'on a faits pour leur donner la perfection con- 
venable, ont été utiles, et c'est ainsi qu'on est 
parvenu à les approprier au calcul , et à ramener 
toute la mécanique à de simples questions d'ana- 
lyse. Ce coup-d'oeil générai sur ce qui doit être 
rigoureusement démontré dans la seconde partie 
de cet ouvrage, est l'objet de ce qui nous reste à 
dire dans celle-ci. 

121. Il paroît d'abord que nous pouvons assez 
facilement généraliser la loi de l'équilibre dans 
le levier , en l'étendant à deux forces qui se font 
équilibre, par le moyen d'une autre machine 
quelconque. 

Concevons en effet une machine quelconque 
sans ressort (fig. i5), à laquelle soient appli- 
quées deux puissances P, Q ; supposons que cette 
machine soit mise en mouvement, et passe d'une 
manière quelconque par la position où les forces 
P, Q se détruisent mutuellement , ou se seroient 
fait mutuellement équilibre, s'il n'y avoit pas 
eu un mouvement imprimé d'avauce à la ma- 
chine. 

Soient PP', QQ' les espaces parcourus pen- 
dant un temps infiniment court en vertu de ce 
mouvement imprimé , par les points auxquels 
sont appliquées respectivement ces forces P, Q; 
ces espaces représenteront par conséquent les 
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■vitesses de ces mêmes points ; et si des points P', 
Q' on abaisse des perpendiculaires P m , Q'/z sur 
les directions P A, QB de ces forces; les lignes Pm 9 

Qn seront évidemment les vitesses de ces mêmes 
points estimées dans le sens de ces forces. 

Maintenant, à ces deux forces P, Q substi- 
tuons par des poulies de renvoi À, B deux forces 
parallèles 5 par exemple , deux poids p , q respec- 
tivement égaux à ces forces; c'està dire, qu'ayant 
pris sur les directions de ces forces des portions 

déterminées PA , QB, fixons aux points A , B des 
, poulies sur lesquelles nous ferons passer les cor- 
dons PA/>, QBy, dont les parties Ap> Bq soient 
verticales : puis ayant suspendu aux points p, q 
des poids respectivement égaux à P, Q , suppri- 
mons ces dernières forces. Il est clair que l'équi- 
libre ne sera pas troublé ; c'est à-dire , qu'il y 
aura équilibre entre les deux poids p , q, de la 
même manière qu'il avoitlieu entre P , Q, et que 
la machine ne se mouvra qu'en vertu du mou- 
vement précédemment acquis. 

De plus , il est visible que les espaces pp\ qq' 
décrits dans le temps infiniment court , pendant 
lequel les points d'application P, Q décrivent 

respectivement PP', QQ', seront respectivement 

égaux à P/7i, Qn , c'est-à-dire aux vitesses de ces 
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points P , Q estimées dans le sens de ces forces ; 
car le fil étant inextensible, on a "PAp = P'Ap'. 
Otant de part et d'autre mAp, on aura 

ï>~™==~pp f + (FA — mA) ; 

mais P'A et mA , ne diffèrent que d'une quan- 
tité infiniment petite du second ordre , puisque 

par hypothèse Vm est perpendiculaire à PA : 
donc le second terme de l'équation précédente se 

réduit kpp ; donc P m = pp\ et par la même 

raison , Qn = qq • c'est-à-dire, que pp et qq 
sont les vitesses des forces P, Q estimées dans le 
sens de ces forces. 

Cela posé , menons les droites/?^, p'q'y et soit 
K le point d'intersection de ces droites. Suppo- 
sons que les poids p, q soient fixés aux extré- 
mités de cette droite , il est évident qu'on pourra 
la considérer comme un levier fixe en R , et qui 
pendant le petit mouvement qui le fait passer en 

p'q\ ne peut rien changer à l'action réciproque 
des corps p et q. D'où il suit qu'il est indifférent 
que ces corps restent attachés à la première ma- 
chine, ou qu'ils le soient au levier, et qu'on peut 
enfin substituer l'un à l'autre sans altérer l'équi- 
libre entre les corps p , q. 

Or par la loi de l'équilibre dans le levier, on 

a p : qy.Kq ; Kp ; ou parce que les rayons Kp , 
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Kq sont proportionnels aux arcs infiniment pe- 
tits pp\ qq'; p:q:;qq' ; Donc puisque par 
hypothèse p = P , q = Q . et que de plus ? y a 

été prouvé que pp' = J?m = l a pro- 
portion deviendra P : Q::Q^: Vm. C'est-à-dire 
que les forces P, Q sont en raison réciproque de 
leurs vitesses estimées dans le sens de ces forces, 
quelle que soit la machine à laquelle ces deux 
forces sont appliquées. 

C'est à cette proposition que revient ce qu'on 
nomme le principe des vitesses virtuelles, ou le 
principe de (ialilée, du nom de son célèbre in- 
venteur. 

122. Ce principe étoit trop beau, pour 
qu'on ne cherchât pas d'abord à le vérifier par 
l'examen de tous les cas particuliers qui pou- 
voient s'offrir , et ensuite à le généraliser , en 
l'étendant à un nombre quelconque de puis- 
sances simultanément appliquées à une même 
machine. 

Or premièrement , on a pu voir aisément que 
l'expérience vérifioit ce principe dans toutes les 
machines appelées simples ; savoir , la machine 
funiculaire , le levier , la poulie , le treuil , le 
plan incliné , la vis et le coin , et les raisonne- 
mens plausibles suivant lesquels on trouve, par 
d'autres considérations , la loi d'équilibre dans 
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chacune d'elles, ont confirmé ces résultats de 
l'expérience. 

De-là ensuite , il a été facile de conclure, que 
la même loi devoit pouvoir s'appliquer à toute 
machine composée , à laquelle seroient appli- 
quées deux puissances seulement, puisqu'il n'en 
est aucune qu'on ne puisse regarder comme l'as- 
semblage de plusieurs machines simples, par le 
moyen desquelles l'action de la première force se 
communique de proche en proche jusqu'à la der- 
nière. 

Il ne reste donc plus qu'a savoir comment ce 
même principe peut s'appliquer à un système 
quelconque de forces simultanément appliquées 
à une même machine. 

Concevons diverses puissances quelconques P, 
Q, R , S, &c. (fig. 1 1) appliquées à une machine 
quelconque, et substituons comme ci-dessus, par 
une poulie de renvoi à chacunede ces puissances , 
un poids qui lui soit égal. 

Soient p, q, r, s, &c. ces poids ; menons entre 

deux d'entr'eux, comme p, q, une droite pq 

qui devienne p q' parle mouvement des points 
d'application des forces P , Q. Il est. clair , par ce 
qui a été dit pour le cas où il n'y a que deux 

forces dans le système > que pp', qq' seront \eê . 
vitesses respectives de ces points d'application 

* 
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P, Q estimées dans le sens de ces forces aussi 
désignées par P et Q. 

Donc si Ton suppose que K soit le point d'in- 

tersection de pq, pq\ et que les poids p, q soient 

fixés aux extrémités de cette droite/>y,on pourra 
la regarder comme un levier tournant librement 
autour du point fixe K , et qui ne gêne en aucune 
manière Faction réciproque des poids p et q. 

De plus, comme nous sommes maîtres de la 
position des poulies de renvoi appliquées à chaque 
force, il est évident qu'en en employant, s'il le 
faut, deux par chaque puissance , nous pouvons 
faire tomber les poids substitués à ces puissances , 
non-seulement dans un même plan et sur une 
même ligne droite ; mais encore sur tel point 
qu'on voudra de cette ligne droite. 

Concevons donc qu'on amène, en effet, tous 

ces poids sur la droite p q, et sur les points de ce 
levier , dont le mouvement déterminé , comme 
on vient de lè voir par ceux des corps p ,q > s'ac- 
corde avec ceux de ces nouveaux poids ; c'est-à- 
dire, par exemple , que r tombe sur le point du 
levier qui ait la même vitesse dans le même sens 
que ce même poids r. Il est évident qu'on pourra 
ainsi imaginer tous les poids p, y, r, s, &c. 
attachés à ce même levier, dont le point fixe est 
en K , sans que l'action réciproque entre ces 
poids soit altérée. Il sera donc indifférent que ces 
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poids restent attachés à la machine proposée ou 
au levier, et l'équilibre entr'eux aura lieu de la 
même manière qu'il existoit entre les forces P, 
Q, R, S, &c. dont ils tiennent lieu. 

1 

De plus, d'après ce qui a été dit pour le cas où 
il n'y a que deux forces dans le système , les 
vitesses des poids p > q , r % s , &c. sont respec- 
tivement égales à celles des points d'application 
P , Q , R , S , &c. estimées dans le sens des forces 
de mêmes dénominations : donc les poids étant 
supposés parcourir dans un temps infiniment 

court, les petits espaces pp', qq> r r> ss > &c. , 
ces petits espaces exprimeront les vitesses des 
puissances P, Q, R, S , &c estimées dans le 
sens de ces forces, en prenant négativement ceux 
de ces espaces qui sont diriges de bas en haut • 
c'est-à-dire, qu'en nommant P', Q', R', S', ôtc. 
les vitesses respectives de ces forces estimées en 
effet dans le sens de ces forces , on aura 



P' = pp\ Q' = — qq\ R' = rr\ S'V= — ss', &c. 

Mais par la loi de l'équilibre dans le levier, 
auquel plusieurs puissances sont appliquées si- 
multanément, nous avons 



•j 1 



P-PP — Ç-ÇÇ + rrrr — s -ss = o, 

ou p.p'+q.q'+"r.r'+s.s'+ &c. = o.' 

C'est-à-dire, que quelle que soit la machine à 
laquelle peuvent être appliquées les forces P, Q, 
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R , S , &c. qui se détruisent mutuellement au 
moment où la machine passe par la position don- 
née ; la somme des produits de chacune de ces 
forces par sa vitesse estimée dans le sens de cette 
force sera égale à zéro ; ce qui est le principe des 
vitesses virtuelles étendu à un système quelcon- 
que de puissances appliquées simultanément à 
une même machine. En effet , on nomme vitesses 
virtuelles les vitesses que prennent les points 
d'application des puissances, lorsqu'étanten équi- 
libre , on vient à déranger infiniment peu cet 
équilibre. Qr ce cas est renfermé dans celui que 
nous venons de considérer , puisque nous avons 
supposé que la machine pouvoit avoir un mou- 
vement quelconque , même fini. 

Lagrange, dans sa Mécanique analytique, part 
idu principe des vitesses virtuelles entre deux 
puissances seulement , comme d'une vérité fon- 
damentale reconnue , et il entre en matière par 
étendre , ainsi que nous venons de le faire , 
mais par la marche purement analytique qu'il a 
adoptée dans ce bel ouvrage , ce principe à un 
système quelconque de puissance» qui agissent 
simultanément. 

123. Supposons que toutes les forces proposées 
P, Q, R , S, &c. soient elles-mêmes des poids : cha- 
cun de ces poids sera égal au produit de la masse 
du corps par la gravité. Donc la gravité étant une 

7 
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force accélératrice commune à tous et verticale , 
nous pouvons , du principe précédent , conclure 
que dans toute machine à poids en équilibre, la 
somme des produits de chaque masse par sa 
vitesse virtuelle estimée de haut en bas dans le sens 
vertical, est égale à zéro. Mais on sait (116) que 
la vitesse du centre de gravité de haut en bas, est 
cette même somme divisée par celle des masses. 
Donc , dans le cas d'équilibre , dans une machine 
à poids quelconque, la vitesse virtuelle du centre 
de gravité estimée dans le sens vertical , est o. 
P'où suit le fameux principe indiqué par Tori- 
celly , disciple de Galilée , que dans toute ma- 
chine à poids en équilibre, le centre de gravité 
est au point le plus bas possible ; et en effet , si 
le centre de gravité est au point le plus bas pos- 
sible, il ne -pourra pas descendre; et comme il 
répugne à la nature des corps graves qu'il monte, 
sa vîtessesera o conformément au principe énoncé 
ci-dessus. 

124. Cette belle proposition étant, comme 
on le vient de voir , déduite des hypothèses éta- 
blies ci -dessus comme lois fondamentales de 
l'équilibre et du mouvement , nous offre un 
moyen précieux de vérifier l'exactitude de ces 
hypothèses. Car quoique cette vérité soit assez 
difficile à démontrer rigoureusement , elle est 
cependant de nature à être facilement pressentie 
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et à recevoir l'assentiment général par son seul 
énoncé , d'après les expériences journalières qui 
la confirment. En effet, nous voyons, par exem- 
ple , que l'eau stagnante se tient toujours de 
niveau 5 ce qui ne sauroit visiblement avoir lieu.' 
ci son centre de gravité n'étoit au point le plus 
bas possible. Nous venons qu'un corps isolé placé 
sur une surface courbe , cherche le point le plus 
bas de cette surface , et qu'il y demeure lorsqu'il 
y est placé. Or comme nous savons que dans le 
cas d'équilibre d'un système de Corps on peut 
considérer toutes ses parties comme ne formant , 
pour ainsi dire, qu'une seule masse réunie att 
centre de gravité, nous concluons naturellement > 
que dans le cas d'équilibre , le centre de gravité 
général doit en effet se trouver au point le plus 
bas possible, quelle que soit la machine à laquelle 
les différens points du système seroient appli- 
qués. 

125. En examinant ce principe avec plus 
d'attention encore , on demeure de plus en plus 
convaincu de sa justesse et de son importance : 
car voici le raisonnement très-plausible qui se 
présente à ce sujet , directement et sans remon- 
ter aux principes fondamentaux. 

Imaginons une machine à laquelle il n'y ait 
d'autres forces appliquées que des poids : je la 
suppose d'ailleurs d'une forme et d'une Qom* 
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truction quelconque , mais sans qu'on lui ait im- 
primé aucun mouvement. Cela posé , quelle que 
soit la disposition des corps du système , il est 
clair que s'il y a équilibre , la somme des résis- 
tances des points fixes ou obstacles quelconques 
estimées dans le sens vertical contraire à la pe- 
santeur , sera égale au poids total du système. 
Mais s'il naît un mouvement quelconque , une 
partie delà pesanteur sera employée à le produire, 
et ce n'est qu'avec le surplus que les points fixes 
pourront se trouver chargés. Donc , dans ce cas , 
la somme des résistances verticales des poids fixes 
sera moindre au premier instant que le poids 
total du système ; donc de ces deux forces com- 
binées , savoir le poids total du système et la 
charge verticale des points fixes , il en résultera 
une seule force égale à leur différence , et qui 
poussera le système de haut en bas comme s'il 
étoit libre ; donc le centre de gravité descendra 
nécessairement avec une vitesse égale à cette dif- 
férence divisée par la masse totale du système ; 
donc si le centre de gravité ne descend pas , il y 
aura nécessairement équilibre. Donc en général , 
Pour s'assurer que plusieurs -poids appliqués 
à une machine quelconque doivent se faire mu- 
tuellement équilibre , il suffit de prouver que si 
Von abandonne cette machine à elle - même p 
le centre de gravité du système ne descendra 
pas. 
■ 
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126. La conséquence immédiate de ce prin- 
cipe vrai sans exception , est que si le centre de 
gravité du système est au point le plus bas pos- 
sible, il y aura nécessairement équilibre 5 car 
suivant cette proposition , il suffit , pour le prou- 
ver, de faire voir que le centre de gravité ne 
descendra pas ; or comment descendroit-il , puis- 
que par hypothèse , il est au point le plus bas 
possible ? 

127. On peut remarquer qu'il ne seroit pas 
exact de dire , que réciproquement toutes les fois 
qu'il y a équilibre , le centre de gravité est né- 
cessairement au point le plus bas possible $ car il 
pourroit se faire qu'il fût au contraire au point 
le plus haut , ou que même il ne se trouvât ni au 
point le plus haut , ni au point le plus bas : ce 
sont , comme l'on sait , des exceptions assez or- 
dinaires dans la théorie des maxima et minima. 
Mais le principe , tel que nous l'avons énoncé ci- 
dessus, a l'avantage de n'être sujet à aucun© 
exception. 

128. Comme ce principe s'offre en quelque 
sorte de lui-même à l'esprit , on doit le regarder 
comme très - important , attendu qu'avec une 
légère réflexion , on voit qu'il indique trés-clai- 
rement le principe des vitesses virtuelles, qui 
est avec raison regardé comme fondamental , et 
contenant en quelque sorte à lui seul toutes le* 
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lois de l'équilibre et du mouvement. Or ce prin* 
cipe n'est guère que celui du centre de gravité 
placé au point le plus bas possible dans les ma- 
chines à poids légèrement modifié. Ce dernier 
principe est donc très-précieux , en ce qu'il met 
sur la voie des recherches qui doivent être faite* 
pour trouver et constater celui des vitesses vir- 
tuelles, puisqu'en effet , pour ramener toute ma- 
chine quelconque à une machine à poids , il n'y 
a qu'à substituer un poids à chacune des autre* 
forces, au moyen d'une poulie de renvoi. Le 
centre de gravité sera alors au point le plus bas 
possible , ou plus exactement, il sera dans une 
position telle, que quelque mouvement infini- 
ment petit qu'on imprime à la machine, le centre* 
de gravité ne descendra pas. Donc la somme de* 
produits de chacun de ces poids par le chemin 
vertical qu'il décrira , sera égale à zéro. Mais i\ 
est visible (122) que chacun de ces produits es* 
égal à celui de la force dont ce poids tient lieu % 
multipliée par sa vitesse estimée dans le sens de 
cette force. Donc la somme des produits de cha- 
cune des forces proposées, multipliée par sa vitesse 
estimée dans le sens de cette force, est égale à 
zéro ; ce qui est précisément le principe des vi- 
tesses virtuelles appliqué à un nombre quelcon- 
que de forces. 

129. Donc si plusieurs masses M animée* 
çhacune d'une force accélératrice p se font mu-* 
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tuellement équilibre autour d'une machine quel- 
conque sans ressort, que V" soit la vitesse de M 
en vertu du mouvement acquis , z l'angle com- 
pris entre les directions de p et V, la force mo- 
trice pM représentera chacune de celles qui sont 
appliquées à la machine ; V cos. z y sa vitesse esti- 
mée dans le sens de cette force j et par consé- 
quent suivant le principe des vitesses virtuelles , 
on aura f pMVcos,z= o : formule dans laquelle 
la caractéristique / signifie l'intégrale ou la 
somme de. - 

1 3o. Cette formule n'est pas seulement appli- 
cable aux forces motrices ou de pression , mais 
elle doit l'être pareillement aux forces de percus- 
sion , puisque les unes et les autres sont sou- 
mises aux mêmes lois , et de-là pourront se dé- 
duire les lois générales du choc des corps. 

En effet, supposons que plusieurs corps durs 
viennent k se choquer d'une manière quelconque, 
soit M la masse de chacun d'eux , W sa vitesse avant 
le choc ,V sa vitesse après le choc ,U la vitesse qu'il 
perd par le choc, et z l'angle compris entre VetU. 

Les forces qui se détruisent, et qui dans la for- 
mule précédente étoient exprimées par pM, le 
seront dans ce cas-ci par M U ; donc la formule 
deviendra pour tout le système /MU V cos. z = o. 

l3l. Maintenant, comme W est la résultante 
de V et de U , ces trois vitesses seront représen~ 
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tées par les trois côtés d'un triangle dont l'angle 
opposé à W est le supplément de z : donc on aura 
W = V a + U» + a VU cos. z. Multipliant tout 
par M , et intégrant, on aura 

/MW 1 =/MV 4 +/MU' + s/MUVcos. z. 

Mais on vient de voir que le dernier terme de 
cette équation est o ; donc elle se réduit à 

/M W» = / M V + /M U» ; 

propriété qui doit appartenir à tout système de 
corps durs , soit qu'ils se choquent immédiate- 
ment ou par l'entremise d'une machine quel- 
conque sans ressorts. 

1J2. Cette dernière formule nous fournit de 
nouveaux moyens de vérifier les hypothèses d'où 
nous l'avons tirée - 9 car d'abord , si nous l'appli- 
quons au choc direct de deux corps durs , nous 
trouverons les résultats d'accord avec les faits 
constatés par les raisonnemens les plus directe- 
ment applicables à ce cas particulier. 

Ensuite si nous supposons qu'il s'agisse d'un 
système quelconque de corps durs dont le mou- 
vement change par degrés insensibles , nous 
voyons que U étant alors infiniment petite , U* 
est infiniment petite du second ordre; d'où il 
suit que la formule se réduit à fM W* =/M V* ; 
c'est-à-dire, qu'alors la somme des forces vives 
n'est point altérée ; principe fameux découvert 
par Huyghens , et que les phénomènes ont tou- 



Digitized by 



ET DU MOUVEMENT. io5 

jours confirmé long-temps avant qu'on en eût la 
démonstration générale. 

l53. Enfin, en observant que dans le choc 
des corps durs, la quantité de mouvement MU 
absorbée par le choc , est restituée par les res- 
sorts dans le sens contraire , lorsque les corps 
sont parfaitement élastiques , on entrevoit que 
dans ce dernier cas , /M V* doit être plus grande 
que dans le premier, de cette même quantité 
/MU*, qui détruite dans le premier cas, est 
restituée dans le second 5 c'est-à-dire, qu'au lieu 
d'avoir comme dans le cas des corps durs , 

/M V* =/M W a — /MU', 
on devra avoir pour les corps élastiques , 

/MV^/MW». 
Donc dans le cas des corps parfaitement élasti- 
ques , il ne doit y avoir aucune déperdition de 
forces vives , en quelque nombre que soient 
d'ailleurs les corps du système. Or on connoît 
depuis long-temps ce fait par analogie , d'après 
ce qui a lieu entre deux corps seulement , quoi- 
qu'il n'y en eût pas de démonstration générale. 

l34. Ces résultats de nature si dillérente en 
apparence , et cependant tous concordans avec 
les hypothèses proposées , doivent nous donner 
dans la justesse de ces hypothèses, une confiance 
«ussi entière qu'il est possible de l'espérer, dans 
une science qui est nécessairement fondée en 
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partie sur l'expérience. Nous regarderons donc 
désormais ces hypothèses , et les raisonnemens 
qui les appuient , comme confirmés les uns par 
les antres , et comme pouvant servir de bases à 
la théorie de l'équilibre et du mouvement Et en 
nous fondant sur ces bases avec tous les Géomè- 
tres , nous essaierons de démontrer en rigueur 
les conséquences dont nous venons de donner 
l'apperçu , et nous en déduirons les formules 
analytiques de l'équilibre et du mouvement. 
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SECONDE PARTIE, 

/Développement des hypothèses établies précé- 
demment comme lois de la nature. Expres- 
sion de ces lois par des formules algébriques* 
Considérations générales sur les forces mou* 
vantes appliquées aux machines. 

l35. Les notions exposées précédemment te- 
noient de trop près aux idées primitives, et aux 
sensations avec lesquelles elles sont en quelque 
sorte identifiées, pourquoi fût possible d'asseoir 
sur elles seules , et sans le concours de l'expé- 
rience, les principes fondamentaux de l'équi- 
libre et du mouvement ; ou plutôt , ces notions 
n'étoient elles-mêmes que des commencemens 
d'expériences qu'il a fallu développer par de 
nouveaux faits et par divers rapprochemens, afin 
d'en pouvoir fixer la véritable signification , d'en 
écarter le vague et de donner enfin aux prin- 
cipes qui en dérivent, la précision qui leur est 
nécessaire pour recevoir l'application du calcul, 
et pour être classés au nombre des vérités mathé- 
matiques. Maintenant nous allons essayer de 
traduire en effet , ces principes en formules al- 
gébriques, Nous avons déjà donné un apperçu 
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de ces résultats à la fin de la première partie. II 
ne s'agit ici que de démontrer ces résultats d'une 
manière rigoureuse par le seul raisonnement, en 
partant des hypothèses établies ci-dessus , et d'en, 
déduire les conséquences les plus générales. Nous 
commencerons par le choc des corps , soit immé- 
diat , soit opéré par l'entremise d'une machine- 
Nous en déduirons ensuite , comme cas parti- 
culier , les lois du mouvement d'un système de 
corps , lorsque ce mouvement change par degrés 
insensibles. Cette théorie renfermera donc tous 
les principes fondamentaux de la communica- 
tion des mouvemens , et par conséquent , de la 
mécanique elle-même; car, ainsi que nous l'avons 
déjà observé, on ne considère, en mécanique, 
aucune force qui ne réside effectivement dans les 
corps , c'est-à-dire , qui ne soit réellement une 
quantité de mouvement déjà produite. 

DÉFINITIONS. 

l56. Tout mouvement 9 qui imprimé à un 
système de corps ne change rien à l'intensité de 
l'action qu'ils exercent ou pourroient exercer 
les uns sur les autres si on leur imprimoit d'au- 
tres mouvemens quelconques , sera nommé mou- 
vement géométrique. 

La vitesse que prend alors chaque mobile , 
sera nommée sa vitesse géométrique. 

Ainsi, par exemple, si lorsque deux corps sont 
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au moment de se heurter, on leur imprime un 
mouvement commun , il est clair qu'on ne chan- 
gera rien à l'intensité du choc qui doit avoir 
lieu ; car (73, 5 e hyp.) ces deux corps n'agissent 
point l'un sur l'autre en vertu de leurs vitesses 
absolues, mais seulement en vertu de leur vitesse 
relative. Or le mouvement commun qui leur a 
été imprimé n'altère point cette vitesse relative , 
mais seulement les vitesses absolues. Donc l'in- 
tensité du choc reste la même : ainsi ce mouve- 
ment commun imprimé à tout le système, est de 
ceux que je viens de nommer mouvement géo- 
métriques. 

l37. Il en seroit de même, si les deux corps 
au lieu d'agir immédiatement l'un sur l'autre 
par choc ou par pression , se poussoient par une 
verge ou 6e tiroient par un fil : tout mouvement 
qui seroit commun à ces deux corps ne change- 
roit rien àleur vitesse relative, ni par conséquent, 
à leur action réciproque, et seroit par consé- 
quent un mouvement géométrique, 

La même chose auroit lieu encore , si au lieu 
de deux corps seulement il s'agissoit d'un sys- 
tème quelconque de corps parfaitement libre dans 
l'espace; c'est-à-dire, qui ne seroit gêné par 
aucun point ou obstacle fixe , et dont toutes les 
parties seroient emportées d'un mouvement com- 
mun. Ce mouvement commun ne changeroit rien 
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aux vitesses relatives des corps qui entreroient 
dans la composition du système, ni par consé- 
quent à l'action qu'ils pourroient exercer les uns 
sur les autres , et ce mouvement commun seroit 
par conséquent un mouvement géométrique. 

l38. Enfin, non -seulement l'action exercée 
par les corps du système les uns sur les autres < 
n'est pas changée par ce mouvement commun 5 
mais toute autre action qui pourroit avoir lieu 
entr'eux , demeureroit également indépendante 
de ce mouvement ; car cette action , quelle qu'elle 
fût , ne dépendroit toujours que des vitesses re- 
latives. Or ces vitesses relatives ne sont point al- 
térées par le mouvement commun. Voilà pour-» 
quoi il est dit dans la définition , V action que leà 
corps exercent ou pourroient exercer les uns sur 
les autres. C'est qu'il ne s'agit pas seulement de 
l'action réellement exercée, mais encore de toutes 
celles qui pourroient l'être , eu égard à la dispo- 
sition respective des parties du système, si on 
venoit à leur imprimer d'autres vitesses relatives 
cjue celles qu'ils ont. Ainsi la définition a lieu , 
soit que les corps agissent réellement les uns sur" , 
les autres , soit qu'ils demeurent en simple juxta* 
position. 

i3q. Les mouvemens communs à toutes les 
parties d'un système de corps , ne sont pas les 
seuls auxquels , d'après la définition précédente, 
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on peut appliquer le nom de mouvemens géomé- 
triques : il en est une infinité d'autres qui n'al- 
tèrent pas davantage l'action réciproque que les 
corps exercent ou pourroient exercer les uns sur 
les autres. 

Que, par exemple, deux corps A, B soient 
attachés (fig. i5) aux extrémités d'un levier mo- 
bile autour d'un point fixe C. Si l'on imprime en 
même temps aux corps A , B les vitesses circu- 
laires Ao, Bb , perpendiculaires et proportion- 
nelles à leurs bras de levier respectifs AC , BC, 
dans un même plan et en sens opposé; il est clair 
que ces vitesses ne se gêneront point l'une l'autre, 
que par conséquent elles ne tendront ni à aug- 
menter ni à diminuer l'action respective qu'exer- 
cent réellement d'ailleurs , ou que pourroient 
venir à exercer ces deux corps l'un sur l'autre, 
soit en vertu de la pesanteur , par exemple , ou 
d'une autre manière quelconque. Donc ce mou- 
vement de rotation du levier est de ceux que j'ai 
nommés mouvemens géométriques. 

l4o. Que A, B soient deux corps attachés 
aux extrémités d'une corde qui passe sur une 
poulie fixe (fig. 16), et dont les deux cordons 
soient verticaux. Qu'on imprime au corps A , par 
exemple , une vitesse quélconque de haut en bas , 
et au corps B une vitesse égale de bas en haut. Il 
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est clair que quelle que soit, ou quelle que puisse 
être l'action transmise par la corde de l'un de ces 
corps à l'autre , cette action ne sera point altérée 
par les vitesses imprimées aux corps A et B. Donc 
ce mouvement imprimé au système sera de ceux; 
que j'ai nommés mouvemens géométriques. 

l4l. Que A, B soient deux mobiles attachés 
aux extrémités d'un fil qui passe ( fig. 17) dans 
un anneau coulant C; qu'on imprime à ces corps 
des vitesses telles , qu'étant animés de ces vitesses 
seules , ils se mouvroient suivant les lignes quel- 
conques Aa, kb, telle qu'au bout d'un temps 
infiniment court, on auroit aC£ = ACB; le 
mouvement sera géométrique : car un semblable 
mouvement seul ne tendant ni à alonger le fil, ni 
à le raccourcir . ne peut ni augmenter ni dimi- 
nuer sa tension , et ne change par conséquent 
rien à l'action que les corps pourroient d'ailleurs 
exercer l'un sur l'autre. Donc il est de ceux que 
j'ai nommés mouvemens géométriques. 

1 4 a . Qu'on ait une vis verticale avec son écrou ; 
qu'on fasse monter uniformément cet écrou de la 
hauteur d'un pas de la vis, pendant qu'on feia 
faire aussi uniformément un tour entier à la barre 
qui traverse la vis. Ces deux mouvemens s'accor- 
deront de telle sorte , qu'ils ne pourront se gêner 
l'un par l'autre. Donc ils ne pourront altérer en 
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aucune manière l'action quepourroient d'ailleurs 
exercer l'un sur l'autre l'écrou, et le mobile qu'on 
auroit attaché à l'extrémité de la barre. Donc lo 
mouvement imprimé au système est de ceux que 
j'ai nommés mouvemens géométriques* 

l43. Enfin supposons qu'à tous les angles 
à°un polygone ABCDE (fig. 18), plan ou gau- 
che , soient appliqués des corps A, B , C, D , E, 
unis soit par des yerges, soit par des fils, repré- 
sentés par les cotés de ce même polygone, et 
mobiles autour des sommets des angles comme 
autour d'une charnière. Si l'on fait prendre à ce 
polygone une forme abcde infiniment peu dif- 
férente de la première , mais telle que chacun 
des cotés conserve toujours exactement sa Ion* 
gueur , c'est-à-dire , telle que l'on ait toujours 

AB = ab, BC — bc , &c. ce mouvement sera 
géométrique ; c'est-à-dire, que les vitesses repré- 
sentées par Aa, Bô, Ce, Dû?, Ëe, ne change- 
ront rien à l'action réciproque que les corps du 
système peuvent d'ailleurs exercer les uns sur 
les autres. Car le corps A, par exemple, ne peut 
avoir d'action immédiate que sur les corps B, E 
placés aux angles voisins , et cette action sur 
chacun d'eux ne dépend que de leur vitesse rela- 
tive. Mais puisque par hypothèse on a AB = ab 9 

AE = ae , les vitesses relatives de A et B ne 

8 
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changent pas, non plus que celle de A et E.Done 
Faction de A sur B , et celle de A sur E , ne chan- 
gent pas non plus. Il en est de même de tous les 
corps du système comparés deux à deux , lors- 
qu'ils ont l'un sur l'autre une action immédiate. 
Quant aux actions respectives qui ne sont point 
immédiates , telles que cellê de A sur C, il est inu- 
tile de les considérer ; car l'action de A sur C se 
transmet toujours ( 73 ) de l'un à l'autre par une 
suite d'actions immédiates j savoir , d'un côté, 
par l'action immédiate de A sur B, puis par celle 
de B sur C , et de l'autre , par l'action immédiate 
de A sur E , puis par celle de E sur D ; puis- 
enfin par celle de D sur C. L'action de A sur C 
se résout donc toujours en une suite d'action» 
directes; et par conséquent, lorsqu'on a tenu 
compte de toutes celles-ci , il est inutile de con- 
sidérer les autres. Donc enfin le mouvement qui 
résulte du changement de forme du polygone , 
tel qu'il est indiqué ci-dessus, ne tend en aucune 
manière, ni a augmenter ni à diminuer l'inten- 
sité de l'action respective des corps du système r 
donc ce mouvement est de ceux que j'ai nommé» 
mouvemens géométriques. 

» • 

l44. Il me semble que par ces explications , 
la nature des mouvemens que je nomme géomé- 
triques, doit être parfaitement entendue» Elle, 
s'applique sans distinction à toutes les espèces de 
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corps durs, mous , élastiques , solides ou fluides. 
Cette dénomination de moiïvemens géométri- 
ques , est fondée sur ce que les mou vemens dont 
il s'agit n'ayant aucun effet sur Faction qui peut 
s'exercer entre les corps du système , sont abso- 
lument indépendans des règles de la dynamique. 
Car si l'on conçoit un système dont toutes les 
parties soient en simple repos , et non en équ^ 
libre ; c'est-à-dire tel qu'il n'y ait entre les par- 
ties contiguës qu'une simple juxta- position, sans 
choc , pression ou action quelconque de l'une sur 
l'autre ; alors quelque mouvement géométrique 
qu'on fasse prendre au système , ce mouvement 
n'éprouvera aucune altération , puisque si une 
portion quelconque de ce mouvement étoit dé- 
truite, ce ne pourroit être que parce que les corps 
ne pourroient le prendre sans se gêner les uns 
les autres ; c'est-fc-dire , sans exercer les uns sur 
les autres une action quelconque. Or cela est 
contre l'hypothèse, puisqu'il est de la nature des 
mouvemens géométriques de ne faire naître au- 
cune action des corps les uns Sur les autres. Ces 
mouvemens sont donc absolument indépendans 
^es règles de la dynamique : ils né dépendent 
que des conditions de la liaison entre les par- 
ties du système , et peuvent par conséquent se 
déterminer par la seule géométrie ; c'est pour 
cela que je les nomme mouvemens géométrie 
<aueë. .\ 
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145. La théorie des mouvemens géométri- 
ques est très -importante ; c'est , comme je l'ai 
déjà observé ailleurs {Géométrie de position , 
page 337) , une espèce de science intermédiaire 
entre la géométrie ordinaire et la mécanique» 
C'est la théorie des mouvemens que peut pren- 
dre un système quelconque de corps sans qu'ils 
se gênent réciproquement , 6ans qu'ils exercent 
l'un sur l'autre aucune action ni réaction quel- 
conque. Cette science n'a jamais été traitée spé- 
cialement : elle est entièrement à créer , et mérite, 
tant par sa beauté en elle-même que par son uti- 
lité, toute l'attention des Sa vans ; car les grandes 
difficultés analytiques qu'on rencontre dans la 
mécanique , et sur - tout dans l'hydraulique , 
viennent uniquement de ce que la théorie des 
mouvemens géométriques n'est point faite. Je me 
bornerai ici à rechercher les principales proprié- 
tés de ces mouvemens , en tant qu'elles me sont 
nécessaires pour l'ouvrage que j'ai entrepris. 

THÉORÈME PREMIER. 

146. Lorsque deux corps agissent Vun sur 
Vautre par choc , pression ou traction , c'est 
toujours ou immédiatement , en vertu de leur 
contiguité, ou par une suite d'autres corps con- 
tigus interposés entre les premiers, et qui trans- 
mettent V action de proche en proche par um 
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(Otite d'actions immédiates entre ces corps in* 
termédiaires contigus. 

Cette proposition est une suite de la cinquième 
hypothèse. Il semble d'abord queia contiguïté ne 
soit pas toujours requise entre deux corps qui 
agissent immédiatement l'un sur l'autre, puis- 
qu'il n'existe point de pareille communication , 
lorsque, par exemple, les deux corps se tirent 
par un fil , ou se poussent par une verge , ou se 
contre-balancent par un levier immatériel, quoi- 
qu' alors l'action soit regardée comme immédiate 
entre ces corps. Mais il faut remarquer qu'il 
n'existe réellement dans la nature ni fil , ni 
verge, ni levier, ni machines quelconques imma- 
tériels. Tout cela n'a été imaginé que par forme 
d'abstraction , pour aider à concevoir l'action 
particulière et réciproque des corps appliqués à 
ces machines, que l'on considère alors comme 
des portions de matière dépouillées de leur force 
d'inertie. Mais le fait est qu'il n'existe point de 
semblable matière, et que la nature ne nous offre 
que des corps réels, agissant immédiatement les 
uns sur les autres , par choc > pression ou trac- 
tion. Si deux corps sont détachés l'un de l'autre, 
ils ne peuvent que se heurter ou se presser j s'ils 
sont adhérens , ils ne peuvent que se presser on 
se tirer.. 

S'ils ne sont pas contigus , ils ne peuvent agir 
l'un sur l'autre qu'au moyen des corps interposés 
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entr'eux , qui leur transmettent de proche ery 
proche leurs actions respectives, mais toujours 
par voie de choc , de pression ou de traction im- 
médiate. Par exemple , si M est séparé de N par 
les corps A, B, C, D, de manière que M soit 
çontigu à A, A à B, B à C , C à N ; l'action de 
M sur N passera d'abord de M à A, puis de A à B, 
puis de B à C , puis de C à N. 

En un mot, les phénomènes de la nature dans 
le choc, ne nous offrent que des actions immé- 
diates entre des corps réels et doués de leur inertie, 

L'abstraction que l'on fait de la force d'inertie* 
de telle ou telle partie de matière , peut être, e% 
est en effet , souvent utile pour l'examen de te} 
ou tel cas particulier ; mais dans la recherche des* 
lois générales de l'équilibre et du mouvement , 
il est plus simple de considérer les corps tels 
que la nature nous les offre en effet, parce qu'ij 
n'y a alors qu'une sorte d'êtres à considérer dans 
le système. 

Lorsque les lois générales sont une fois éta-a 
blies , on fait sans difficulté toutes les abstrac- 
tions que l'on veut ; on n'a pour cela qu'à sup- 
poser que telle ou telle partie du système n'a, 
qu'une masse infiniment petite , ou est d'une 
densité infiniment petite : alors , en négligeant? 
cette masse infiniment petite dans le calcul , or* 
parvient au résultat qu'on auroit obtenu , si l'on, 
fYoit supposé d'abord la machine immatérielle^ 
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et c'est ainsi que la recherche des lois de la nature 
acquiert de la simplicité en se généralisant. 

147. Il n'y a pas non plus de points absolu- 
ment fixes dans la nature ; mais comme il en 
existe dont le mouvement est insensible et inap- 
préciable pour nous , on le suppose nul en effet , 
soit en considérant quelques-uns des corps du 
système comme réellement et absolument fixes, 
soit en considérant ces mêmes corps comme con- 
tenant une masse infiniment grande sous un vo- 
lume fini , ou comme étant d'une densité infinie. 

Ainsi la proposition énoncée est rigoureuse- 
ment vraie, et il faut, dans le procédé que nous 
suivrons pour arriver à la connoissance des lois 
générales de la communication des mouvemens, 
considérer les cordes , les leviers et toutes les ma- 
chines quelconques , comme de véritables corps 
qui ne diffèrent en rien des corps ordinaires. 

THÉORÈME II. 

148. Lorsqu'un système de corps prend un 
mouvement quelconque géométrique , que ce 
système soit parfaitement libre ou gêné par des 
obstacles , il est toujours possible de lui en faire 
prendre un autre pareillement géométrique > 
absolument égal au premier, et dans le sens 
diamétralement opposé, 

C est -à* dire, que quelle que soit la vitesse 
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qu'aura chacun des corps du système au premier 
instant , il sera toujours possible de supprimer 
tout-à-coup ces vitesses , et de les remplacer par 
d'autres vitesses égales et diamétralement oppo- 
sées chacune à chacune de celles qu'on aura sup- 
primées : et de plus, le nouveau mouvement qui 
résultera de ce changement , sera géométrique 
aussi bien que le premier. 

En effet, dans l'action réciproque des corps 
qui entrent dans la composition d'un système 
quelconque , chacun d'eux agit sur ceux qui lui 
sont contigus , et ceux-ci transmettent de proche 
en proche cette action aux autres, de manière 
qu'on ne doit toujours avoir égard qu'à l'action 
immédiate qui s'exerce entre les corps conti- 
gus (75). Or l'intensité de l'action qu'exerce un 
corps quelconque sur chacun de ceux qui lui sont 
contigus , dépend uniquement de leur vitesse 
respective. Donc le mouvement géométrique ne ' 
changeant rien à cette action réciproque , ne 
change rien non plus à cette vitesse respective. 
Donc ces deux corps contigus ne tendent pas à se 
rapprocher ou à s'éloigner l'un de l'autre au pre- 
mier instant, plus qu'ils ne leferoient si ce mou- 
vement géométrique étoit supprimé. Donc le mou- 
vement diamétralement opposé à ce mouvement 
géométrique , ne tend également ni à rappro- 
cher ni à éloigner ces deux corps l'un de l'autre : 
dono il ne change rien non plus que le premier 
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k l'intensité de l'action qui s'exerce entre ces 
deux corps contigus. Donc ce second mouvement 
est lui-même de ceux que j'ai nommés mouve- 
mens géométriques, et doit par conséquent avoir 
lieu sans altération, puisqu'il est.de la nature de 
ces mouvemens, de ne jamais obliger les divers 
corps du système à se gêner les uns les autres. Ce 
qu'il fallait prouver, 

> 

l4g. Que, par exemple, deux corps A , B 
viennent à la rencontre l'un de l'autre, et qu'il 
en résulte un choc : imprimons à l'instant du 
choc au système , un mouvement commun sui- 
vant la ligne des centres. Ce mouvement com- 
mun sera (106) un mouvement géométrique. 
Aussi est-il évident que le mouvement égal et dia- 
métralement opposé , seroit également un mou- 
vement possible et géométrique. Mais si au lieu 
de ce premier mouvement commun on impri-* 

moit à B, par exemple, dans le sens AB , une 
vitesse plus grande que celle qu'on imprime- 
roit en même temps à A, ce mouvement, quoi- 
que possible, ne seroit pas géométrique; car pour 
que le système prît un mouvement égal et dia- 
métralement opposé, il faudroit que B pût pren- 

dre dans le sens de BA une vitesse plus grande 
que celle de A ; ce qui est évidemment impossi- 
ble , à cause de l'impénétrabilité des corps. 
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De même, si deux corps A, B séparés par*, 
un fil inextensible , se tiroient et se mouvoient 
d'une manière quelconque, de manière que le 
fil restât toujours tendu , le mouvement réel 
et non détruit, considéré à un instant quel- 
conque, seroit nécessairement géométrique; car 
c'est le mouvement détruit qui tend le fil. Ainsi 
le mouvement réel et non détruit , le seul que* 
par hypothèse on considère ici , n'augmente ni 
ne diminue l'action réciproque des corps : dono 
il est de ceux que nous avons nommés géométrie 
ques. Aussi est-il évident que le mouvement égal 
et diamétralement opposé est possible et géomé-* 
trique; car il ne peut être altéré par Faction et la 
réaction des corps qui se détruisent l'un l'autre, 
et réciproquement , il ne sauroit les altérer , puis- 
qu'il ne tend pas plus que celui qui lui est égal 
et diamétralement opposé , à rapprocher ou à 
éloigner l'un de l'autre les deux mobiles A et B. 

THÉORÈME III. 

l5o. Si deux mouvemens géométriques sont 
imprimés à la fois à un même système de corps; 
que ce système soit parfaitement libre ou géné 
par des obstacles , le mouvement résultant des 
deux sera également un mouvement géomé-" 
trique. 

Car les corps contigus du système, par lesquels 
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Je mouvement se propage de proche en proche , 
considérés deux à deux , ne tendent à se rappro- 
cher ou à s'éloigner, ni en vertu du premier, ni 
en vertu du second des deux mouvemens compo- 
sans; puisque par hypothèse l'un et l'autre sont 
géométriques. Donc ils ne tendent non plus ni à 
se rapprocher ni à s'éloigner, en vertu du mou- 
vement résultant de ces deux premiers. Donc ce 
mouvement composé ne change rien aux vitesses 
respectives de ces corps contigus considérés deux 
è deux, c'est-à-dire de ceux qui peuvent agir 
immédiatement l'un sur l'autre. Donc il ne peut 
altérer leur action réciproque,* donc il est de ceux 
que j'ai nommés mouvemens géométriques. Ce 
qu'il falloit prouver. 

COROLLAIRE PREMIER. 

• ■ » 

* 

151 . Il en sera de même évidemment , si au 
lieu des deux mouvemens géométriques impri-r 
jnés on en imprimoit tout- à-la- fois un nombre 
quelconque, pourvu qu'ils fussent tous géomé-r 
triques. • 

COROLLAIRE II. 

152. Donc réciproquement si l'on décompose 
un mouvement géométrique en deux autres, dont 
l'un soit aussi un mouvement géométrique, l'autre 
sera également un mouvement géométrique , et 
Vpn peut ainsi décomposer un mouvement quel* 
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conque géométrique , en tant d'autres mouve-f 
mens géométriques que Ton voudra. 

THÉORÈME IV. 

153. Dans un système quelconque de corps 
durs y s* il survient un choc ou une action ins- 
tantanée quelconque , soit immédiate , soit par 
le moyen d'une machine quelconque sans res- 
sort ; le mouvement que prendra le système 
après le choc y sera nécessairement un mouve- 
ment géométrique. 

Car (73) les corps contigus qui seuls agissent 
immédiatement l'Un sur l'autre , et par lesquels 
se propage le mouvement de proche en proche , 
ont deux à deux après le choc, la même vitesse 
dans la ligne de leur action réciproque 5 c'est-à- 
dire , qu'ils ont après le choc une vitesse rela- 
tive nulle. Donc les mouvemens dont ils sont ani- 
més après le choc , c'est-à-dire leurs mouvemens 
réels et non détruits par le choc, ne peuvent 
produire aucune nouvelle action entre ces corps. 
Donc le mouvement du système après le choc est. 
géométrique. Ce qu'il falloit prouver. 

THÉORÈME V. 

0 

V * * ' 

1 54. Tout mouvement géométrique imprimé 
à un système quelconque de corps , est reçu par 
ce même système sans aucune altération. 



■ 
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i 

Car ce mouvement géométrique ne pouvant , 
par la définition , rien changer à l'action exercée 
par les corps les uns sur les autres, ne peut à son 1 
tour éprouver de cette action réciproque aucune 
influence. En effet, tout corps , à moins qu'il na 
soitgéné par les corps voisins , obéit pleinement 
à la force quelconque qui lui est imprimée. Donc 
cette quantité de mouvement imprimée est reçue 
sans altération , tant qu'elle peut avoir lieu sans 
rien changer elle-même à l'action réciproque des 
corps les uns sur les autres. Or tel est le caractère 
distinctifdes mouvemens dits géométriques: donc 
tout mouvement géométrique doit être en effet 
reçu par le système sans aucune altération. Ce 
qu'ilfalloit prouver. 

COROLLAIRE J 1 1. 

• • # 

155. Si le système est déjà animé d'un autre 
mouvement géométrique ou indépendant de l'ac- 
tion réciproque des corps, et par conséquent 
susceptible également d'être pris sans altération, 
il se combinera avec le nouveau mouvement im- 
primé, et le mouvement résultant des deux sera 
celui qu'aura réellement le système après le choc 
ou action quelconque. 

THÉORÈME VI. 

( • 1 

156. Dans un système de corps durs agis- 
tant les uns sur les autres, soit immédiatement , 
toit par F entremise d'une machine quelconque 
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sans ressort, si au moment oà le cJwc va s'opé^ 
rer , on décompose le mouvement général en 
deux autres , dont Vun soit celui qui doit avoir* 
lieu après le choc , l'autre sera nécessairement 
celui qui doit être détruit , et ces deux mouve- 
mens composons sont tels , que si le premier* 
étoit seul, ilseroit pris sans altération, et que 
si c' étoit le second qui fut seul, il y auroit équi± 
libre dans le système général. 

En effet , il est d'abord évident que si le mou-' 
vement du système avant le choc est décomposé 
en deux , dont l'un soit celui qui doit avoir lieu 
après le choc , l'autre sera celui qui doit être dé- 
truit : mais il faut examiner ce qui devroit avoitf 
lieu, si le système étoit livré à chacun de ce$ 
mouvemens en particulier. Or par le théorème 
précédent, le mouvement qui doit avoir lieu 
après le choc , est nécessairement géométrique y 
et par conséquent (i64) reçu sans altération. Ce 
qu'il falloit d'abord prouver. De plus , puisque 
ce premier mouvement est géométrique , il ne 
tend ni à rapprocher , ni à éloigner deux à deux 
les corps qui se choquent ; donc l'action de ces- 
corps ne sera point changée par la suppression 
de ce mouvement ; donc puisque ces seconds mou- 
vemens se détruisent de fait , ils se détruiroient 
de même , quand on supprimeroit les autres ; 
c'est-à-dire ceux qui doivent avoir lieu. Ce qui 

restoit à démontrer* 

- 
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COROLLAIRE I T. 

l57. Les deux mouvemens dans lesquels se 
décompose celui du système avant le choc , sont 
donc tellement indépendans l'un de l'autre , 
qu'en supprimant l'un, il arrive à l'autre la même 
chose exactement que si l'on n'avoit pas suppri* 
mé le premier. 

C'est en cela que consiste le fameux principe de 
d'Alembert ; mais il est essentiel d'observer qu'il 
n'a lieu que pour les corps parfaitement durs et 
les machines sans ressort $ ce qui , ce me semble , 
n'a point été formellement remarqué. Si les corps 
étoient élastiques , le mouvement avant le choc 
se décomposeroit bien comme pour les corps durs 
en deux, dont l'un seroit le mouvement qui doit 
avoir lieu après le choc , et dont l'autre seroit 
détruit ; mais l'indépendance de ces mouvemens 
n'auroit pas lieu ; car si l'on supprimoit le pre- 
mier seul, il n'y auroit pas équilibre. Cette indé- 
pendance des deux mouvemens est fondée sur ce 
que le mouvement qui doit avoir lieu après le 
choc est géométrique ; c'est-à-dire , ne tend ni à 
augmenter ni à diminuer l'intensité du choc ; et 
il n'est tel , que parce que les corps étant durs , 
leur vitesse relative est nulle après le choc , et ne 
tend par conséquent ni à rapprocher les corps , 
ni à les éloigner ; ce qui n'a lieu pour les corps 
élastiques , dont la vitesse relative après le choc 
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n'est point o, mais égale à la vitesse relative avant 
le choc (73 ). 

THÉORÈME VII. 

i58. Dans un système de corps durs agis~ 
santles uns sur les autres, soit immédiatement, 
soit par l'entremise d'une machine quelconque 
sans ressort , si au moment où le choc va s' opé- 
rer , on décompose le mouvement général en 
deux autres , dont l'un soit celui qui doit être 
détruit par le choc , et qu'à la place du second 
on substitue un autre mouvement quelconque 
géométrique , ce nouveau mouvement sera celui 
qui devra réellement alors avoir lieu après le 
choc. 

Car cette substitution consiste visiblement en 
deux autres opérations qui s'exécutent simulta- 
nément; savoir, i°. la suppression du mouve- 
ment réel qui devoit avoir lieu après le choc ; 
a 0 , son remplacement par un autre mouvement 
géométrique. Or comme ces deux mouvemens 
partiels , l'un supprimé , l'autre imprimé , sont 
l'un.- et l'autre géométriques, ni l'un ni l'autre 
ne sauroit altérer l'action respective des corps; 
et réciproquement , l'action respective des corps 
n'influe en aucune manière sur eux. Donc les 
deux opérations doivent recevoir pleinement leur 
effet,- c'est-à-dire, que le premier de ces mouve- 
mens sera purement et simplement remplacé par 
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l'autre, et par conséquent, ce dernier sera celui 
qui seul animera le système général après lèchdc. 
Ce qu'il faïloit prouver. 

THÉORÈME VII I. 

l5g. ha moindre force suffit pour rompre 
l'équilibre d'un système dè càrps , quelles que 
soient d'ailleurs celles dont il est an imé , pourvu 
que cette force Soit empl&yée à produire un 
mouvemènt géométrique ; mais pour en pro- 
duire un même infiniment petit qui ne soit pas 
géométrique, il faut nécessairement une forcé 
finie» 

Car clans le premier cas, la force imprimée 
n'ayant aucune influence sur celles qui se font 
équilibre dans le système j n'a aucune résistance 
à surmonter què celle de l'inertie des corps. Or 
un corps en repos né résiste p*ar son inertie, qu'eii 
se mouvant avec une force égale à celle qui lui 
est imprimée : donc dàns ce cas la force impri- 
mée , quelque petite qu'elle SOit , fera naître uri 
mouvement dans le système. 

Il n'en seroit pas de même, si cette force étoit 
employée à produire ûh mouvement non géo- 
métrique ; câr il fàudroit alors, par hypothèse^ 
qu'elle commençât par rompre la côntiguitê deé 
corps, et que par conséquent elle surmontât préa- 
lablement la pression ou action quelconque de* 

9 . 
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l'un sur l'autre ; oe qui ne peut avoir lieu qu'au 
moyen d'une force plus grande que cette pres- 
sion , et qui soit par conséquent une force finie* 
Ce qu'il falloit prouver. 

DÉFINITION. 

160. Lorsqu'il y a équilibre dans un sys- 
tème de corps, soit immédiatement, soit par 
l'entremise d'une machine quelconque sans res-> 
sort, et qu'on pient à déranger cet équilibre par 
l'action d'une force infiniment petite, la vitesse 
que prend alors chacun des corps du système 9 
se nomme sa vitesse virtuelle , et le mouvement 
général du système se nomme alors son mou-* 
vement virtuel. 

THÉORÈME IX. 

l6l« Tout mouvement virtuel dans un sys~ 
tème quelconque de corps est nécessairement 
géométrique. 

Car ce mouvement virtuel doit par sa défini* 
tion être produit par une force infiniment pe- 
tite dans le système en équilibre , mais par le 
théorème précédent , dans un système en équilibre, 
une force infiniment petite ne peut produira 
qu'un mouvement géométrique ; donc le mouve- 
ment virtuel produit quel qu'il soit , est néces» 
sairement de ceux que nous avons nommés mou* 
vemçns géométriques. Ce qu'il falloit prouver. 
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COROLLAIRE. 

162. Donc la recherche des mouvemens vir- 
tuels , dans un système quelconque de corps , ne 
dépend que des conditions de la liaison qui existe 
entre les parties du système , et nullement des 
règles de la mécanique , elle fait partie de la 
science que nous avons dite (i45) intermédiaire 
entre la géométrie ordinaire et celle de la com- 
munication des mouvemens. 

THÉORÈME X. 

163. Dans le choc de deux corps durs , soit 
"que l'un et ï autre soient mobiles , ou qu'il y 
en ait un de fixe , la somme des produits de 
la quantité de mouvement perdue par chacun 
d^eux, multipliée par sa vitesse après le choc , 
estimée dans le sens de cette quantité de mou- 
vement, est égale à zéro. 

Soient A et B (fig. ,20) les deux corps pro- 
posés. Je suppose que leurs vitesses avant le choc 
soient représentées tant pour leurs grandeurs 
que "pour leurs directions, respectivement par 

A A', BB'$ que les vitesses après le choc le soient 

par Aa, Bb, et qu'enfin les vitesses perdues par 

le choc le soient par Aa', Bb'. 

La vitesse AA' sera donc la résultante de Aa 
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et de Ad, et la vitesse BB' sera la résultante do 

5£ et de Bb\ 

De plus, puisque l'action et la réaction doi- 

vent être égales et contraires , les directions Ad , 

Bb' se trouveront sur une même ligne droite AB, 
et l'on aura 

AJÛ'== — B.i, (A) 

Mais par le principe de la vitesse relative après 
le choc égale à zéro pour les corps durs, comme 
on les suppose ici ; c'est-à-dire , de l'égalité de 
leurs vitesses estimées dans le sens de l'action de 

l'un sur l'autre : Aa et Bb , l'une et l'autre esti~* 

xnées dans le même sens AB,. doivent être égales j 
c'est-à-dire , qu'on doit avoir l'équation 

A a. cos. aAd == Bb cos. bBV . (B) 

Multipliant cette dernière équation par l'équa- 
tion (A), et transposant , on aura 

A - Aa. Ad .cos. aAd + B.B6.B6'.cos.£Bi'==o,(C),ou 
(A-Aû 7 ) (Alcos.aAa / ) + (B.B^) (b^.cos.^)=o,(D)- 

Or A Ad est la quantité du mouvement per- 
due par le corps A, et Aa . cos. aAd est sa vitesse 
estimée dans le sens de cette quantité de mouve- 
ment. De même) B.Jtô' est la quantité de mou- 
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vement perdue par B, et B£ cos. bBb' est sa vitesse 
estimée dans le sens de cette force. Donc cette 
équation (D) n'est autre chose que la traduction 
algébrique du théorème énoncé. 

Cependant nous ayons supposé dans la dé- 
monstration , que les deux corps A et B sont 
. mobiles l'un et l'autre. Si l'un des deux , B, par 
exemple, étoit fixe, la réaction ne aeroit plus 
égale et contraire à l'action > et l'équation (A) 
trouvée ci-dessus n'auroit plus lieu ; mais l'équa- 
tion ( B) seroit toujours vraie, parce que ce corps 
fixe ou obstacle est supposé sans ressort Donc à 

♦ 

cause de B& = o , l'équation (C) subsisteront 
encore ; donc l'équation (D) auroit lieu comme 
dans le premier cas ; donc cette équation ( D ) 
que nous venons de voir être la traduction algé- 
brique du théorème , a toujours lieu , soit que 
les deux corps soient mobiles , soit qu'il y en ait 
un de fixe; donc le théorème énoncé est vrai dans 
tous les cas possibles. Ce qu'il falloit prouver. 

COROILAI RE PREMIER. 

■ 

l64. Nous pouvons donner à l'équation (B) 
la forme suivante 

A.Aa (AA'.cos. A'Aa — Aa) 
+B.BÊ (bB 7 .cos.B'BÔ— Dô)=o (E); 



Digitized by Google 



l34 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

car A A' étant la résultante de A a et de A a', 
nous devons avoir (26) 

A a. cos. a A a = AA'.cos. A'Aa — A a 
B^.cos. bBb' = BB\cos.B'B£ — Bb. 

Substituant ces valeurs de A d . cos. a A a\ 

B^'.cos. bBb' dans l'équation (C), il viendra 
Péquation ( E ). Ce qu'il fallait démontrer. 

COROLLAIRE II. 

l65. Pour fixer plus facilement les idées, 
nous distinguerons par les dénominations sui- 
vantes , les diverses quantités qui entrent dans 
les équations qui précèdent : nous ferons 

la masse du corps A = A 

la masse du corps B sx B 

la vitesse AA' du corps A avant le 

choc= (W,A) 

sa vitesse A a après le choc = . . (V, A) 

la vitesse A d qu'il perd par le 

choc = (U, A) 

la vttesse qui lui est imprimée par 
le corps B , en vertu du choc , 
et qui est (4i) égale et con- 

. traire à (U, A) = (U,B,A) 
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l'angle À'Aa que fait sa vitesse 

après le choc , avec sa vitesse 

avant le choc = (W,A) (V,A) 

l'angle A'Aa que fait sa vitesse 

avant le choc, avec la vitesse 

qu'il perd par le choc = ♦.... 
l'angle aka! que fait sa vitesse 

après le choc , avec la vitesse ^ 
qu'il perd par Le choc = .... (V,A) (U>A) 

Et pareillement, 

la vitesse BB' du corps B avant 

le choc = »..».»..»»»••»»• ( ® ) 
6a vitesse après le choc s* . » . . * ( V, B) 
la vitesse qu'il perd par le choc tes (U, B) 
la vitesse que lui imprime le corps 

A en vertu du choc, et qui doit 

être égale et diamétralement 

opposée à la précédente as » • * 
l'angle B'BÔ que Fait sa vitesse 

après le choc , avec sa vitesse 

avant le choc s» (W,B) (V,B) 

l'angle B'B6' que fait sa vitesse 

avant le choc , avec la vitesse 

, qu'il perd par le choc = (W,B) (U,B) 

l'angle b&b' que fait sa vitesse 

après le choc , avec la vitesse 
v qu'il perd par le choc = . . . • (V, B) (U, B), 



1 



t56 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

Cela posé, il, est clair que les formules (P) 
et (E) prendront les formes suivantes : 

A . (U, B, A) (V, A) cps. (V, A) A (U, R, A) 
.+ B . (U,A,B) (V,B) cos. (V.BHU, A,B) = o , <&) 

A.(V,A) [(W,A)cos.(W,aAv.A)-t-(V,A)] 
;+ B.(V,B) [(W,B)cos. (W,Bf (V,B)-(V,B)]=o,(E').. 

Remarques,. 

166. On voit aisément; quel est l'objet des, 
dénominations proposées dans le corollaire prér 
cèdent Elles seroient inutiles, si nous devions, 
nous borner à comparer deux corps comme A . 
et B 5 mais notre but est d'étendre la théorie du 
choc à un système quelconque; et alors il y auT 
roit trop de caractères différens à employer pour 
désigner toutes les quantités qui doivent être 
combinées, si on ne réduisoit ces caractères à un 
petit nombre au moyen d'un arrangement sys- 
tématique de ces caractères , propre à faire voir 
ce à quoi chacun se rapporte, et à mettre une. 
sorte d'uniformité dans les expressions. Cet objet 
peut se remplir de plusieurs manières : celle que 
j'ai adoptée consiste à désigner d'abord chacun; 
des corps du système par une lettre particulière ^ 
puis en général par W, la vitesse avant le choc ; 
par V, la vitesse après le choc ; par U , la vitesse 
nerdue par le choc, en adjpi^nant à çe caractère^ 
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commun celui du corps auquel ces vitesses appar- 
tiennent : puis on désigne les angles oompris 
entre ces vitesses par les expressions de ces mêmes 
vitesses , séparées par le signe a placé en haut. 
Par ce moyen, les mêmes formules s'étendent à 
un nombre quelconque de corps , sans qu'il soit 
besoin de multiplier les caractères qui doivent 
désigner leurs vitesses et les directions de ces 
vitesses, 

« 

167. Pour montrer l'usage qu*on peut faire 
de ces expressions, considérons (fig. ai) un sys- 
tème quelconque de corps À , B , C , D, E, &a 
qui se touchent les uns les autres deux à deux , 
trois à trois, &c. d'une manière quelconque. 
Les vitesses de ces corps avant le choc , seront: 

(W,A), (W,B),(W,C), &c. 

Leurs vitesses après le choc , seront : 

(V,A), (V,B), (V,C),&c 
^eurs vitesses perdues par le choc , seront : 

(U,A),(U,B), (U,C), &c. 

Les angles que formeront entr'elles les vitesses 
(W, A) et ( V, A) , ( W, B) et (V, B), (W, C) 
et (V, C), &c. seront: 

(W,AAV } A) , (W,B)Ç(V,B), (W,CH V,C), &c. 

La vitesse que A imprime à B sera ( U , A , B ) [5 
celle que JJ imprime à C sera ( U , B, C) , &c. 
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Par conséquent la quantité de mouvement que À 
imprime à fi sera B(U, A, B) ; la quantité dd 
mouvement que B imprime à Csera 0(17,6,0)1 
ainsi des autres. 

Ainsi (U, A ), par exemple, qui est la vitesse 
perdue par A , et qui par conséquent est égale et 
diamétralement opposée à sa vitesse gagnée, sera 
aussi égale et diamétralement opposée à la résul- 
tante de toutes les Vitesses qui sont imprimées aU 
torps A par tous les autres corps du système* 
Mais ceux de ces autres corps qui impriment du 
mouvement à A , se réduisent (i46) à ceux qui 
ëônt contigus ; c'est-à-dire dans la figure exami* 
née ici , aux trois B, G, L. Donc nous aurons (a6), 

tO>A) co*. ((j,A) A ( V. A)=~-(ttA A) (tf AA) V, A) 

— (U,G,A) cos. (U,G,Af (V> A ) 
— (U,L,A)cos.(U,L,A) A (V,A) 

De même, nous aurons pour le corps F, par 
exemple : 

tÛ,P) cos. (Ù,F) A (V>* ) ^ - ( W) oo». (U,B,F) A (V^ 

-(U,C,F)cô8.(U,C,fAv,F) 
' ' -.(U^)co3.(U,H,F) A (V,F) 

MÛJ>^cos.(U,I,F)V»F) 
' -(U,K,F)cos.(Ù,K,F)V^) 

Ëquationsqui signifient simplement que la vitesse 
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perdue par le corps A , estimée dans le sens de 
la vitesse qui lui reste après le choc , est égale et 
diamétralement opposée à la somme des vitesses 
qui lui sont imprimées simultanément par les. 
corps B, G, L auxquels il est contigu , toutes 
exprimées dans le même sens de cette vitesse qui 
lui reste; que pareillement, la vitesse perdue 
par F, estimée dans le sens de la vitesse qui lui 
reste après le choc , est égale et diamétralement 
opposée à la somme des vitesses qui lui sont im- 
primées simultanément par les corps B , C, H, 
I, K auxquels il est contigu , toutes exprimées 
dans le même sens , de cette vitesse qui lui reste ; 
ainsi des autres. 

* 

THÉORÈME XI. 

l68. Dans le choc des corps durs, en quel- 
que nombre qu'ils soient dans le système , et 
soit que tous soient mobiles ou qu'il y en ait de 
fixes , la somme des produits de la quantité de 
mouvement perdue par chacun de ces corps , 
multipliée par sa vitesse après le choc , estimée, 
dans le sens de cette quantité de mouvement 
perdue 9 est égale à zéro. 

Cette proposition n'est autre chose que le théon 
rême énoncé (i63) étendu à un nombre quel- 
conque de corps , et se démontre facilement au 
moyen de celui-ci. En effet, 

Soient (fig. ai) tant de corps qu'on voudra x 
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entre lesquels il survient un choc. La figure ex* 
plique assez ceux de ces corps qui sont contigus, 
et entre lesquels seuls par conséquent, il s'exerce 
une action immédiate. Cela posé par la remar- 
que précédente (166), on voit que nous avons 
cette série d'équations , en même nombre qu'il 
y a de corps dans te système. 

A(U,A)(V,A)co8.(U,A) A (V J A) =-A (U,B,A) (V,A)co8.(U,B,A) A (V,Aj 

— A (U,G, A) (V, A)cos.(U,G,A) A (V»A) 

— A (U,L,A) (V, A)cos.(U.L > A) A (V^) 
B (U,B) (V,B) cos. (U,Bf (V,B) = — B (U, A,B) ( V,B)cos.(U, A,Bf (V,B) 

-B(U,C,B) (V J B)co8.(U,C,Bf (V,B) 
— B (U,F,B) (¥,6)008.^,6)^) 
' ' — B (U,G,B) (V,B)co8.(U,G,B A (V,B) 

C(U,C) (V,C) cos. (U, Cf (V, C) =- C(U,B,C) (^Qcos^U^CH^C) 

— C (U,D,C) (V,C)cos.(U,D,cf (V,C) 

— C (U,E,C) (V,C)cos.(U,E,cf (V,C) 
<~- C (U,F,C) (V,C) cos. (U,F,C) A ( V,C> 

D (U,D) (V,D)co8.(U,D) A (V,D)=-D(UAn)(V,D)c M .(U ; C ; D> A (V,D) 
E (U,E) (V,E) cos.(U,E) A (V,E)=— E(U,C,E) (V,E)cos.(U,C,E) A (V,E) 
F(U ; F) (V,F)co8. (U,Fr(V,F) = -F(U,B i F) (V,F) cos. (U,?,F) A (V^) 

-F (U,C,F) (V,F) cos. (U,C,F) A (V,F) 

— F [U,H,F) (V,F)co8.(U,H,F) A (V,F) 

(U,I,F) (V,F) cos. (U,I,F) A (V,F) 
—F (U ; K ; F) (V,F) cos.(U ; K,F) A (V,Fi 
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ys » . M /n 



G(U,G) (V,G)cos.(U,G) (V,G):=- G(U,A,G) (V,G)cos.(U,A,G) (V,G) 

- G(U,B,G) (V,G)co9.(U,B > G) /S (V,G) 

— G (U,H,G) ( V,G)cos.(U,H,G) A ( V,G) 
H(U,H)(V,H)cos.(U > H)V>H)===-H(U,F,H)(V,H)co3.(U,F J Gf(V,H) 

-H(U,G,H)(V,H)cos.(U,G,HHV^) 

— H (U J,H) (V,H)co3.(U,I,tî) A ( V,H) 

I(U,î)(V,I)cos.(U,I)V,I) = -I(tJ,F,I) (^1)008.(0,^1)^,1) 

~ I (U,H, I) (V, 1) cos. (U,H, if ( V, I) 
, - I (U,K,1) (V,I)cos. (U,K,lf(V,I) 
X (U,K) (V,K>os.(U,K) A <V,K) (U,F,K) (V,K)cos.(U,F,K) A ( V,K) 

- ÎC (U,I,£) (V,K)cos. (U,I,Kf (V,K) 



L (U,L) ( V,L) cos, (U,L) A (V^) = - (U,A,L) (V,L)cos.(U,A,L) A (V,L) 

J'ajoute ensemble toutes des équations , et 
je vois aisément , que tous les termes du second 
membre se détruisent deux à deux, en vertu du 
théorème énoncé (i63) ; car, par exemple, lé 
premier terme du second membre de la première 
équation, exprime évidemment (i64) la quan- 
tité de mouvement imprimée à A par B, estimée 
dans le sens de la vitesse de A après le choc, et 
pareillement , le premier terme du second mem- 
bre de la seconde équation est la quantité de 
mouvement imprimée à B par A, estimée dans 
ïe sens de la vitesse de B après le choc. Or, par 
la proposition quenous venons de citer, la somme 
jde ces deux quantités est o , comme on le voit 
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par la formule ( D') (i65) , qui est la traduction 
de cette proposition , et qui est la somme même 
dont nous venons de parler. 

Par la même raison , on voit que le second 
terme du second membre de la première équa- 
tion , et le premier terme du second membre de 
la septième , doivent faire ensemble une somme 
égale à zéro ; de même, le troisième terme du 
second membre de la première équation , et le 
premier terme du second membre de la onzième; 
de même , le second terme du second membre de la 
seconde équation , et le premier terme du second 
membre de la troisième équation : ainsi de suite. 
Donc tout le second membre de l'équation résul- 
tante de la somme de toutes les autres s'évanouit; 
donc la somme des premiers membres est aussi 
zéro. 

Or la somme de ces derniers est visiblement la 
somme des produits de la quantité de mouve- 
ment perdue par chacun des corps du système, 
multipliée par sa vitesse après le choc , estimée 
dans le sens de cette quantité de mouvement. 
Donc cette somme est égale à zéro ; ce qui est 
précisément l'énoncé de la proposition. Ce quïil 
falloit démontrer. 

COROLLAIRE PREMIER. 

l6g. Représentons par M la masse de chacun 
des corps du système , par W sa vitesse avant le 

' 4tf 
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choc , par V sa vitesse après le choc , par V te 
vitesse qu'il perd par le choc , par le signe a. en, 
général, interposé en haut entre les expressions de 
deux lignes quelconques, l'angle qu'elles for? 
ment ; et enfin par fom. la somme de toutes les 
quantités du même genre. Nous aurons donc pouf» 

A 

tout le système : fom. M.U.V. cos. V V== o,(F) f 

COROLLAIRE II, 

170, Cette proposition ayant lieu , quels que, 
soient le nombre des corps et leur disposition 
respective ; et soit que ces corps soient tous mo* 
biles, ou qu'il y en ait de fixes (i63), doit aussi 
avoir lieu évidemment, soit que le choc entr'eu* 
soit immédiat , soit qu'il s'opère par l'interm^-» 
diaire d'une machine quelconque sans ressort, 

ÇQHQIL41RB JIJ, 

171, Pour chacun des corps qui sont fixes , 
on a V = o. Ainsi le terme qui lui appartient 
t'évanouit , et par conséquent il n'entre dans la. 
formule précédente , que les parties mobiles dtx 
système. Donc si la communication des mouve- 
mens s'opère par l'entremise d'une machine qui 
ait des parties fixes, ou s'il se rencontre des obs-i 
tacles immobiles et parfaitement durs , toutes ces 
parties immobiles n'entreront pour rie» dans U 
formule» 
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» 

COROLLAIRE IV. 

I72. On peut donner à la formule trouvée 
une autre expression j car on a (26) 

U. cos. t/Y = W. cos.W'V— V. 

Substituant cette valeur de U; cos* U V dans la 
formule trouvée (F) , elle deviendra 

/om.M.W.V.cos.W^V— /o/ti.M.V*==o, ou 
/d/7i.MiW.V. cos.W'V =fom. M.V\ (F' ) 

COROLLAIRE Ti 

175. On peut encore donner une noutellè 
expression à la formule (F) (1 69) ; car puisque W 
est la résultante de V et de U, nous aurons , éfà 
évaluant les trois vitesses dans le sens U , 

V . cos. V^U = W . cos. W A U — U. 

A 

Substituant cette valeur de V.cos.V U dans la 
formule (F) i elle devient: 

fom. MU W cos.W'V —fom. MU* = o. (F") 

COROLLAIRE VU 

174. Il est possible encore de transformer 
l'équation (F ) d'une autre manière $ car W étant 

toujours la résultante de V et on a 

» * • . 

W = V cos.W'V + U cos. W^U, 



s. 
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Substituant cette valeur de W dans la for- 
mule (F) (172), qui est déjà une transformée 
de la formule (F) , on aura 

fom. MVcos.wV +fom. MVÙ.cos.wVcos/VV A <J 
= fom. MV* 

ou, 

fom. tiVX) . cos. W A V . cos. W 
= fom. MV* (1 - COS.VVV) = fom, MV« siii.\vV; 

Donc 

fim. MVU . cos. W A V . cos. W 
«= fom. M V . 8in. v/V*. ( p'» j 

T H i O H M É X I L 

175. Dans le choc des corps durs, quelque 
soit leur nombre , étf ^ immé- 
diat, ou qu'il se fasse au moyen d'une machine 
quelconque sans ressort, la somme des forces 
vives avant le choc , est toujours égale à la 
somme des forces vives après lé choc, plus la 
somme des forces vives qui auroit Ueu % si cha- 
cun des corps se mouvoit librement avec la seule 
vitesse qu'il a perdue par le choc. ' 

Supposons que MAmB (fig. 22 ) étant un pa- 
rallélogramme , la diagonale Mm représente W> 
lejôté MA, V 1 et par conséquent, le côté 
MB, IL 

io 
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Le triangle MA/71 donnera 

M/rc = MA*+ A/rê* — 2 MA . km . cos. MA/tï ; 
qui parce que l'angle M A m est le supplément do 
AMB, devient 

ïùm* = MAV Am + aMA. A/71. cos. AMB.. 

Or AMB est V U. Donc l'équation précédente 
devient 

W = V' + U*+ 3V.U.cos.V U; 

donc 

fom.U . W=fom. M . V M . U* 

+ 3>m.M.V.U.cos.V / U. 

Mais le dernier terme de cette équation est o ( i 69) j 
donc l'équation précédente se réduit à 
/om.MW» =fom.MV' + fom. MU', (G) 
qui est la traduction algébrique de la proposi- 
tion énoncée. Ce qu'il falloit prouver. * 

COROLLAIRE PREMIER. 

176. Donc, lorsque plusieurs corps animés 
de forces quelconques se font mutuellement 
équilibre, soit immédiatement, soit par le moyen 
d'une machine quelconque sans ressort ; la 
somme des produits de choque masse par le 
carré de la vitesse avec l iquelle elle tend à se 
mouvoir, est un minimum , c'est-à-dire moin- 
dre que ne le seroit la somme des produits de 
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^chaque masse par le carré de la vitesse qu'elle 
perdroit, si le système prenoitun mouvement 
quelconque géométrique. 

* Supposons, par exemple, que deux masses m> 
m' soient appliquées aux extrémités d'un levier 
horizontal, dont les bras soient respectivement 
r, r'; nommons g la gravité , u, u les vitesses 
géométriques ou virtuelles que prendroient m, m r 
s'il naissoit un petit mouvement : puisqu'il y a 
équilibre par hypothèse , la vitesse avec laquellé 
chacun des corps tend à se mouvoir est g. Donc, 
puisqu'il y a équilibre 9 la vitesse perdue est 
aussi g; donc la somme des produits de chacuné 
de ces masses par le carré de la vitesse qu'elle 
perd , est mg % + m' g*» Mais s'il naissoit un petit 
mouvement, g—u seroit la vitesse perdue par m s 
et g+ u\ celle que perdroit m ' ; donc par le prin- 
cipe ci -dessus, mg* + m g* est minimum ou 
moindre que ni(g — a)* + m (g-\- u)*; c'est-à- 
dire, que ces deux quantités doivent différer d'une 
quantité infiniment petite du second ordre, puis- 
que le mouvement est infiniment petit. Donc on 
doit avoir 

m& + m' g* = m{g-+-uY+ m' (g + 11')» , 
ou en exécutant les opérations et réduisant , 

mu* + mu* = 2mgu + imgu ; 
ou parce que u, u 1 sont infiniment petites par 
rapport à g, 

mgu — m l gu = o 5 
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ce qui donne m g: m'g\:u':u> ainsi qu'on le 
tire du principe des vîtesses virtuelles. Cette pro- 
position peut donc être considérée comme un 
nouveau principe d'équilibre , ou plutôt comme 
une nouvelle manière d'exprimer le principe 
des vîtesses virtuelles. Ce principe sera généra- 
lisé (i85). • 

COROLLAIRE II. 

177. Si le système changeoit de mouvement 
par degrés insensibles, la quantité de mouve- 
ment perdue à chaque instant par chacun des 
corps , seroit infiniment petite. Donc alors on 
auroit pour chaque instant U = o ; donc U* 
seroit infiniment petite du second ordre. Donc 
/bm.MU* s'évanouiroit auprès de /o/n. M V 4 $ 
donc l'équation se réduiroit à 

/om.MW t =/om.MV\ 

* 

C'est-à-dire, que quand un système de corps 
durs agissant les uns sur les autres par leur seule 
inertie ou abstraction faite de toute force motrice, 
change de mouvement par degrés insensibles , la 
somme des forces vives se conserve perpétuelle- 
ment sans altération, malgré l'action et la réaction 
des corps les uns sur les autres , et soit que le mou- 
vement se communique de l'un à l'autre immé- 
diatement \ ou par l'entremise d'une machina 
quelconque sans ressort. 
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CORO-LLjtlRE III. 

178. Lorsqu'il y a un changement brusque > 
que la valeur U de la vitesse perdue soit positive 
ou négative, son carré U* est toujours positif. 
Donc fom. MU* est toujours une quantité posi- 
tive , de même que fom, M W* et fom. MV a ; donc 
en vertu de l'équation (G) (175) , font» MW' est 
toujours plus grande que fom. MV* 5 c'est-à-dire, 
qu'alors la somme des forces vives après le choo 
est toujours moindre qu'avant. Il y a donc tou- 
jours déperdition de forces vives dans le choc des 
corps durs , soit que le choc soit immédiat > ou 
qu'il s'opère au moyen d*une machine quelcon- 
que sans ressort ; et cette déperdition de forces 
vives est toujours égale à la somme des forces 
vives qui auroit lieu, sî chacun des corps se 
mouvoit librement avec une vitesse égale à celTe 
qu'il a perdue par le choc. J'appellerai ce prîn~ 
cipe loi de la déperdition de forces vives dans 
le choc des corps durs* 

THÉORÈME XÏIL 

179. Dans te choc des corps parfaitement 
élastiques % en quelque nombre qu'ils soient , la 
somme des forces vives après le choc , est tou- 
jours égale à la somme des forces vives qui 
avoieht lieu avant le choc. 

Car l'effet de l'élasticité est de doubler la quan* 
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tité de mouvement que chacun des corps du sys-* 
terne imprime à chacun des autres; c'est-à-dire 
que MU devient pour chacun des corps du sys- 
tème, double de ce qu'elle seroit si les corps 
étoient durs. Mais la direction de cette quantité 
de mouvement perdue ne change pas , puisqu'elle 
est toujours égale et directement opposée à la 
résultante de toutes les forces imprimées à M , 
et que celles-ci ayant toutes doublé en même 
temps , la direction de leur résultante ne peut 

avoir changé. Donc l'angle U W est le même, 
que si les corps étoient durs. 

Or, pour les corps durs, nous avons (17? J 

fom.MUW cos. w'iJ —fom. MU* == o. 

Supposant donc que si les corps sont parfais 
tement élastiques, la vitesse perdue soit U', et la* 
vitesse restante V, W restant la même , U' sera, 
double de U ; donc U = 7 U' ; donc la formule 
deviendra pour les corps parfaitement élasti- 
ques , en multipliant tout par 4 , 

a fom. MU'W cos. wV -—fom. MU" = o.(H) 

qui à cause de W cos.w'u^ V'cos. V It'+U* 
devient 

%fom. MU' V'cos. V'V +>7z.MU' a = o. (H') 
Ma}s conime d'un autre côté W étant toujours, 
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la résultante de V et de .13', on doit avoir (175) 

W = V* -f U" + a VU' cos. v'V , 
et par conséquent , 

fom. M W" = fom. M V /a + fom. MU" 

4-2/0771. MU' V'cos.V'V. 

Si l'on ajoute cette équation à l'équation (H' ) , 
et qu'on réduise , on aura 

/M,MW'=/«MV"i (H") ■> 

formule qui est la traduction algébrique de la 
proposition qu'il falloit démontrer. 

, COROLLAIRE I r. 

180. Si les corps n'étoient pas parfaitement 
élastiques , mais tous doués d'un même degré 
d'élasticité représenté par n, c'est-à-dire tel que 
l'action réciproque des corps au lieu d'être dou- 
blée , comme il arrive dans le cas des corps par- 
faitement élastiques , fût seulement cette même 
force multipliée par n : il est clair que la direc- 
tion de chacune des vitesses perdues seroit encore 

A 

la même , ainsi que l'angle W U. 

Cela posé, nous avons pour les corps durs (173} 

fom. MUWoos. W A U — fom. M U a = o* 

Supposant donc que pour le cas où le degré d'élas- 
ticité est exprimé par n, la vitesse perdue soit U', 
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et la vitesse restante V, on aura U' = nXJ , ou 

U = ilT. 
n 

Ponc la formule précédente deviendra , en mul- 
tipliant par n, 

n fom. MU'W cos. wV —fom. MU'^o. 

Equation qui à cause de . 

w cos. wV = y cos. v^u'h- v\ 

devient 

#m.MV'U'co5.V / U' +(^yom.MU"^o.(H") 

Mais comme d'un autre côté, W étant toujours 
\a résultante de V et deU', on doit avoir (17Ô) , 

W* = V" +U' â + ? T V ços, Y^V ; 

et par conséquent , 

\fom. MW* = ifom. MV' 4 + ^/ôm.MU'* 

+/o/7i.MV'U'cos.V / U% 

Si Ton ajoute cette équation à l'équation (H") f 
et qu'on réduise , on aura 

71 

Dans le cas de la parfaite élasticité, on a «== 23 
donc alors le dernier terme de l'équation de-* 
vient o , et l'équation se réduit à 

fom.MW=Jom.MN'\ 
çomme dans le corollaire précédent* 
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Dans le cas des corps durs, on a Donc 
alors l'équation se réduit à 

fom, M¥'=M MW+/W.MU", 

comme çi-cjessus (170), 

THÉORÈME XIV. 

181. Dans un système quelconque de corps 
durs en contact immédiat les uns avec les au-* 
très , ou appliqués à une machine quelconque 
sans ressort, s'il survient un choc , et si au 
moment ou ce choc va s'opérer, on décompose 
le mouvement avec lequel le système tend à se 
mouvoir en deux y dont l'un est celui qui doit être 
détruit ; Vautre est tel, que si on le supprime 
tout-à-coup seul , et qu'on lui substitue un 
autre mouvement quelconque géométrique , la 
somme des produits de la quantité de mouve- 
ment perdue par chacun des corps du système , 
multipliée par sa vitesse géométrique 3 estimée 
dans le sens de cette quantité de mouvement y 
sera égale à zéro. 

Car (i58) en vertu de la substitution dont on 
vient de parler , ce nouveau mouvement géo- 
métrique sera celui qui devra réellement avoir 
lieu après le choc. On pourra donc regarder alors 
le mouvement avec lequel le système général 
tend à se mouvoir, comme composé de ce nou- 
veau mouvement et de celui qui est détruit ; 
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donc on pourra appliquer à ce mouvement com- 
posé, les mêmes raisonnemens que ceux qui ont 
été faits pour le cas ou le mouvement avec lequel 
le système tendoit à se mouvoir , étoit composé 
de celui qui devoit réellement avoir lieu , et de 
celui qui devoit être détruit. Or ce mouvement 
qui devoit être détruit avant la substitution , est 
le même que celui qui doit l'être malgré la subs- 
titution , puisque le mouvement substitué étant 
géométrique, ne change rien à l'action récipro- 
que des corps. Donc, par la même raison qu'on a 
eu l'équation (F) (169) , on doit avoir , en nom- 
mant u la vitesse géométrique substituée à la 

vitesse V,fom. MUu cos.U.w = 05 (I), formule 
qui n'est autre chose que la traduction algébri- 
que de la proposition qu'il falloit démontrer. 

COROLLAIRE PREMIER. 

182. Si du choc doit résulter l'équilibre dans 
le système, alors on aura V = o, et U = W j 
donc la formule précédente deviendra 

/M.Whcos. W A w=o; (I') 
équation qui devra avoir lieu dans le cas d'équi- 
libre ou de la destruction générale des mouve- 
mens , quel que soit le mouvement géométrique 
imprimé au système. 

COROLLAIRE II. 

. l83. La formule (I) trouvée ci-dessus, peut 
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prendre une autre forme ; car W étant la résuU 
tante de V et de U , on doit avoir 

A /N /S 

Ucos. U tf = Wcos.W w — Vcos.V u. 

Substituant dan6 l'équation (I) cette valeur de 
U cos. U on aura 

s 

/om.MWwcos.W u — fom.MVucos.V #=05(1") 

formule qui se réduit comme la précédente (I') à 

y<wrc.M.Wtf cos.W u = o, 
dans le cas d'équilibre. 

lo4. On peut encore donner aux équations 
(F), (F'), (F"), (I), (r), une autre forme 
très-remarquable à cause de la méthode imaginée 
par les géomètres de rapporter en général les 
mouvemens d'un système de corps à trois axes 
perpendiculaires entr*eux ; ce qui donne pour 
l'ordinaire aux solutions beaucoup d'élégance et 
de simplicité , ainsi qu'on l'a déjà observé. 

Imaginons donc à volonté dans l'espace , trois 
axes perpendiculaires entr'eux , et concevons que 
les vitesses W, V, U , u soient décomposées cha- 
cune 'en trois autres parallèles à ces trois axes* 
Jïommons, 
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celles de ces vitesses qui répon- 
dent à W 

celles qui répondent à V V , V", V" 

celles qui répondent à U U', XS\ V" 

celles qui répondent à u u' , u\ u f " 

Cela posé, je dis que les équations (F), (F'), 
( F" ) , ( 1 ) , ( I w ) , prendront les formes suivantes ; 
ou pour abréger, je substituerai le simple signe 
ordinaire d'intégration / à l'expression fom. 

fMV'V +/MU" V + /MU'V"=o... (/) 
/MWV+ /MWT+/MWr'| =nff ,^ 
= /MV" + /MV" +/MV"' 



/MU'W + /MU'W"+/MU" W'"} . , 
c/MU".+/MU" +/MU"" i 17 ' 
/M Vu' +/M Vu" +/M U V =Q... ( i ) 
/MW'b'I/M WV + / M W'V" 1 , » 
e/MV'«'+/MV , «"+/MV"«"'J > 

Formules qui ont lieu pour tous les cas possibles 
d'équilibre et de mouvement dans un système de 
corps durs , agissant soit immédiatement les uns 
sur les autres , soit par l'entremise d'une ma- 
chine quelconque sans ressort. 

La démonstration de ces formules suit évidem- 
ment de cette proposition très-connue en géo- 
métrie ; savoir , que le produit de deux droites 
quelconques menées dans l'espace d'un point 
donné , multiplié par le cosinus de l'angle qu elle* 
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comprennent, est égal à la somme des trois pro- 
duits formés , en multipliant les deux projections 
de ces droites sur chacun des trois axes. D'où 
suit , par exemple , que 

U V cos.l/V = U'V + U" V +U"V"; 
ainsi des autres. 

1 

THÉORÈME XV. 

l85. Parmi tous les mouvemens dont est 
susceptible un système de corps parfaitement 
durs agissant les uns sur les autres par un choc 
immédiat y ou par des machines quelconques 
sans ressort, de manière qu'il en résulte un 
changement brusque dans l'état du système : 
celui de tous ces mouvemens qui aura lieu réel" 
lement après l'action > est le mouvement géo* 
métrique qui est tel , que la somme des pro- 
duits de chacune des masses par le carré de là 
vitesse qu'elle perdra , est un minimum. C'est- 
à-dire , moindre que la somme des produits de 
chacune des masses par le carré de la vitesse 
qu'elle auroit perdue, si le système eût pris un 
autre mouvement quelconque géométrique. 

Ainsi M représentant chacune des masses du 
système , W sa vitesse avant le choc , V sa vitesse 
après le choc , U sa vitesse perdue par le choc , 
u une vitesse quelconque géométrique ; il faut 
prouver que/MU* est moindre lorsque M prend 
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la vitesse V après le choc , que si elle prenoit la 
vîtesse u y ou que J\ fMU* — o , <T étant le signe 
de la variation , lorsqu'au lieu de V on substitue 
une vitesse géométrique u , infiniment peu difië-^ 
rente de la première. 

En effet , décomposons V en deux autres vi- 
tesses , dont Tune soit u et l'autre u puisque V 
et u sont Tune et l'autre géométriques , u' le sera 
aussi (i52) : donc nous aurons (181), 



A 



/MUw'cos.U z/'=o. (a). 

Décomposons pareillement la vitesse perdue U 
en deux autres vitesses , dont Tune V soit la 
vitesse qui seroit perdue par M , si le corps M, 
au lieu de la vitesse V , prenoit après le choc la 
Vitesse u ; je dis que l'autre sera fcgale et dia- 
métralement opposée à u; car si l'on nomme 
u" cette vitesse , et qu'on représente (fig. 23) W 

par 771W, V par mV, U par mU, u par mu , u' 

par mu\ et enfin u" par mu". Les figures mYWUj 
mù\VU\ muVu, mU'Uw", seront quatre paral- 
lélogrammes dontles diagonales seront respective- 
ment , mW, mW, m V, mU ; ce qui ne peut 
avoir lieu sans que l'on ait /nw // ==UU / =wV=m u . 

D'où il suit que mu'= mu $ c'est-à-dire, u n = u\ 
et sans que de plus ces deux quantités ne soient 
diamétralement opposées* 
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Cela posé, le triangle raUU' donne 

UU'cos. UU'm =^ÏÏ' — ~rnlî cos. UmU', 

qui parce que l'angle U/rcU' est infiniment petit, 
et que par conséquent son cosinus diffère de 
l'unité seulement d'une quantité infiniment pe* 
tite du second ordre , devient 

ÏÏÛ' cos. UlT m = (mU f —mÛ). 

Or (m\J' — ml]) est la quantité dont varie U , 
lorsqu'au lieu de V, le corps M prend la vitesse u» 

Donc (/wU' — mXj) = «^U j donc l'équation de- 
vient 

Wcos.UU'm = <TU, ou u cos. t/V = W. 

Substituant cette valeur de u cos» U u dans 
l'équation (a) trouvée ci-dessus , nous aurons 

/MU<TU = o, ou <r/MU* = o; (K) 

formule qui n'est autre chose que la traduction 
algébrique de la proposition énoncée. 

On sait que l'égalité de la différentielle ou de 
la variation d'une quantité à zéro , n'annonce 
pas toujours un minimum , mais qu'elle peut 
désigner un maximum , et même quelquefois un 
état du système , qui n'est ni un maximum ni un 
minimum proprement dit. La proposition pré- 
cédente doit donc être entendue avec les restric- 
tions ordinaires, et c'est la formule même (K) 
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qui exprime sans exception la loi générale du 
choc des corps durs. 

186. Cette formule est très -belle, car elle 
suffit seule pour déterminer le mouvement d'un 
système de corps durs après le choc , lorsqu'on 
connoît celui qui a lieu avant le choc , soit que 
ce choc soit immédiat , soit qu'il s'opère au 
moyen d'une machine quelconque sans ressort , 
puisqu'elle établit d'abord que le mouvement 
doit être géométrique , et qu'ensuite parmi tous 
ces mouvemens , elle désigne celui qui doit avoir 
lieu» 

Que par exemple , deux globes A , B venant à 
se choquer obliquement, on veuille connoitre 
leurs moùvèmeris après le choc. 

Supposons que la vitesse A estimée dans le sens 

A B de la ligne des centres , soit avant le choc a 
et après le choc * ; que celle de B estimée suivant 
la même direction , soit avant le choc b et après 
le choc 0. Que de plus , celle de A estimée per- 
pendiculairement à cette ligne des centres, soit 
avant le choc a et après le choc * ; et qu'enfin 
celle de B aussi estimée perpendiculairement à 
cette ligne des centres , soit avant le choc b' et 
après le choc 
< Par notre proposition , le mouvement devant 
être géométrique , il faut d'abord qu'on ait a. = 0. 

Ainsi la vitesse perdue par A suivant AB , sera 
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* 

a — et , et celle de B perdue dans le même sens , 
sera b — 0 ou b — *. 

De plus , dans le sens perpendiculaire à la 
ligne des centres , la vitesse perdue par A sera 
o! — et la vitesse perdue par B sera b' — 0'; 
donc les vitesses totales perdues respectivement 
par A et par B , seront 

V(" — «)* + («'— "'J' et V{b— «y + p—py. 
Donc par le théorème, on doit avoir 

*.(Ar(a-.)'+ W— 7)) 
+ B[(*--)' + (*'_ / 8')'] =so 

ou 

(Aa — Àa)<T* + (B6 — B*)<f* 
+ (Aa'— A»') JV + (Bb' — *f = 0 . 

Equation dans laquelle les variations £<t , f&\ 
f sont absolument indépendantes l'une de 
l'autre ; ce qui ne peut avoir lieu sans que le coef- 
ficient de chacune d'elles ne soit o. Donc on a 

ces trois équations — = b'= 

A 4" B 

Ce qu'il fallvit trouver. 

187. Cette loi s'étend avec les modifications 
convenables aux chocs qui peuvent avoir lieu 
dans un système de corps parfaitement élasti- 
ques, ou même doués d'une élasticité quelconque 
constante ; c'est-à-dire , qui soit la même pour 
tous les corps du système. 
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Car si nous supposons que U' représente alors 
la vitesse perdue par M, on aura dans le cas des 
corps parfaitement élastiques , U' = aU, et en 
général pour un degré d'élasticité exprimé par n, 

U' = 72 U, ou U = - U'. Substituant dans la 

n 

formule <T/MU a = o, elle deviendra jy^MU^c. 

n 

Donc si n est constante ou la même pour tous les 

corps , on aura -//MU'^o, ou <T/MU'* = o. 

n 

. Ainsi cette formule appartient à tout système de 
corps dont le degré d'élasticité est le même. 

Mais il faut observer , qu'alors U devenant 
nU, le Corps M rejaillit en sens contraire avec 
cette vitesse tjU, moins la vitesse U. Donc la 
vitesse avec laquelle le corps rejaillit, est(rc — i )Uj 
donc la vitesse relative après le choc , est à la 
vitesse relative avant le choc , comme n — i est 
à i. C'est-à-dire que la formule «r/MU 1 ^ o 
aura toujours lieu , niais que la variation doit 
être prise , en supposant que la vitesse relative 
après le choc est égale à la j vîtesse relative avant 
le choc, multipliée par n — 1 , et prise en sens 
contraire. Ainsi , dans le cas des corps durs ou 
nous , c'est-à-dire quand n = i , la vîtesse rela - 
tive après le choc doit être supposée o, ou ce qui 
revient au même , le mouvement doit être sup- 
posé géométrique. Lorsque les corps sont parfai- 
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tement élastiques , c'est-à-dire lorsque n sa 2 , la 
vitesse relative après le choc doit être supposée 
égale à la vitesse relative avant le choc et prise 
en sens contraire : ainsi des autres. 

188. Si Ton suppose que pendant un temps 
donné t , chaque corps M eût parcouru l'espace 

Xavec la vitesse U, on aura U= — . Donc la 

t 

formule peut être mise , en divisant par t qui est 
le même pour tous les corps , sous cette forme 

Maupertuis appelle , t dans son Essai $e Cos- 
mologie, quantité d'action (17) le produit d'une 
niasse par sa vitesse et par le chemin qu'elle par- 
court. Ainsi MUX est une quantité d'action, et 
il avance en principe , que la quantité d'action 
nécessaire pour produire un changement dans 
le mouyement fies corps , est toujours un mini" 
mum. Ce principe doit être regar4é comme l'é- 
noncé 4ont l ? équation précédente est la traduc- 
tion algébrique. Maupertuis fonde ce principe 
sur les causes finales; ipais comme les causes 
finales s'interprètent arbitrairement, qu'on leur 
fait dire tout ce qu'on veut , on n'en tireroit au- 
cune conséquence précise , si on ne les appuyoit 
de démonstrations mathématiques. Maupertuis 
a prouvé qu'en effet son principe avoit lieu dans 
le choc direct de deux corps libres parfaitement 
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durs , et dans celui de deux corps parfaitement 
élastiques ; mais il n'a point été au-delà , et son 
principe , quoique très-beau , n'a pas été plus 
approfondi par lui , ni par les autres Géomètres, 
en ce qui regarde les changemens brusques : du 
moins je ne sache pas que personne eût entrepris 
de le démontrer généralement avant la première 
édition de cet ouvrage , où j'établis le principe 
équivalent donné ci-dessus (.85); mais seule- 
ment pour les corps durs. La démonstration que 
je viens de donner ici est plus générale , puis- 
qu'elle embrasse les corps doués de divers de- 
grés d'élasticité; mais elle prouve en même temps 
combien sont caduques celles qu'on voudroit 
baser sur les causes finales , puisqu'elle fait voir 
que le principe n'est point général ; mais res- 
treint au cas où tous leis corps du système sont 
doués du même degré d'élasticité. Au reste , le 
théorème tel que je l'ai donné (i85) , me paroît 
plus simple et plus facile à employer que celui de 
la moindre action, où l'on introduit inutilement 
l'espace parcouru. Mais il n'en est pas moi ns vrai , 
que d'après l'explication qui vientd'être donnée, 
il ne reste plus rien de vague dans le principe de 
Maupertnis , et qu'il est rigoureusement et ma- 
thématiquement démontré. 
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THÉORÈME XVI. 

189. Dans un système quelconque de corps, 
que ces corps soient durs ou non, qu'ils agissent 
immédiatement les uns sur les autres , ou par 
le moyen d'une machine sans ressort ou à res" 
sort, pourvu que la compression et la resti- 
tution soient supposées faites en un instant 
indivisible : s'il survient un choc , ou action 
quelconque entre les diverses parties du sys- 
tème i et si au moment où le choc va s'opé- 
rer, on imprime à ce système , outre le mou~ 
vement avec lequel il tend à se mouvoir , un 
autre mouvement quelconque géométrique ; rien 
ne sera changé pour le premier instant du mou- 
vement à l'action réciproque des corps , et la 
somme des produits de la quantité de mouve-» 
ment perdue par chacun deux , multipliée par 
sa vitesse géométrique , estimée dans le sens de 
cette quantité de mouvement, sera égale à zéro. 

Car en vertu du mouvement géométrique im- 
primé au système, les corps qui agissent l'un sur 
l'autre , ne tendent ni à se rapprocher ni à s'éloi- 
gner. Donc d'abord il n'y aura rien de changé 
dans l'intensité de l'action réciproque de ces 
corps ; donc puisque les actions réciproques se 
détruisent les unes les autres, parce qu'on sup- 
pose la restitution des ressorts s'il y en a, faite 
dans un instant invisible , il est clair que si toutes 



I 
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les parties du système étoient dures , et qu'il ne 
fût animé que de ces seuls mouvemens qui se 
détruisent , il y auroit équilibre. Donc (168) la 
somme des produits de la quantité de mouve- 
ment perdue par chacune des masses , multipliée 
par sa vitesse géométrique , estimée dans le sens 
de cette quantité de mouvement , seroit égale à 
zéro. Mais ces quantités de mouvement sont , 
comme on le vient de voir, les mêmes que celles 
qui se détruisent dans le système proposé , quoique 
les parties n'en soient pas supposées dures, et les 
vitesses géométriques sont aussi les mêmes dans 
les deux cas. Donc dans le premier comme dans 
le second , la somme des produits de la quantité 
de mouvement perdue de chacune des masses , 
par sa vitesse estimée dans le sens de cette quan- 
tité de mouvement , est égale à zéro. Ce qu'il 
falloit démontrer. 

COROLLAIRE PREMIER. 

190. Ainsi la formule /"MUwcos. U u = o 
trouvée (181) pour les corps durs, a lieu égale- 
ment pour toutes espèces de corps de quelque 
nature qu'ils soient. Ce qui caractérise les corps 
durs , c'est la loi de déperdition de forces vives ^ 
cette loi (178) n'ayant pas lieu pour les corps 
doués d'élasticité. Si les corps sont parfaitement 
élastiques , il n'y a aucune déperdition de forces 
vives; si l'élasticité est imparfaite, il y a déper- 
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dition plus ou moins grande. Les corps parfaite- 
ment durs d'une part, et les corps parfaitement 
élastiques de l'autre, forment les limites entre 
lesquelles tous les autres sont compris. Mais tous 

ont une propriété commune exprimée par la 

/s 

formule /MUkcos. U w = o, qui donne elle 
seule, en attribuant successivement à u toutes 
les valeurs dont elle est susceptible , toutes les 
équations nécessaires à la solution du problème, 
sauf celles qui dépendent de la nature des corps, 
et les distinguent les uns des autres , telle qu'est 
pour les corps durs l'équation 

/MUVcos.uV = o, 
ou/MW a = /MV a -4-/MU* ; 

et pour les corps parfaitement élastiques, l'équa- 
tion fM W a = /M V\ 

THÉORÈME XVII. 

191. Dans un système de corps parfaite- 
ment libre, que ces corps soient d'ailleurs durs 9 
mous ou élastiques , s'il survient un choc : 

1 °. La somme des quantités de mouvement 
perdues par tous les corps du système, estimées 
dans un sens quelconque après le choc , est 
égale à zéro. 

2°. La somme des quantités de mouvement 
perdues par une portion quelconque des corps 
du système dans un sens donné , est égale à la 
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somme des quantités de mouvement gagnées, en 
même temps et dans le même sens , par tous les 
autres corps du système, 

5°. La quantité totale de mouvement du sys* 
terne , estimée dans un sens quelconque , reste 
la même qu'avant le choc. 

En effet, i°. puisque par hypothèse le système 
est parfaitement libre , et que par conséquent il 
n'y a aucuns points fixes ni obstacles quelcon- 
ques, on peut imprimer à tout le système un 
mouvement commun dans le sens proposé . et ce 
mouvement sera géométrique (10*7) , puisqu'il 
ne change rien aux vitesses relatives , ni par con- 
séquent à l'action réciproque des corps. Soit donc 
u la vitesse géométrique qui résultera pour cha- 
que corps M de ce mouvement commun : cette 
vitesse u sera la même pour tous les corps du 

système. Donc la formule /MUucos.U u=o 
trouvée ci-dessus (181), se réduira en divisant 

A 

par u, à y MU cos. U u= o, qui est visiblement 
la traduction algébrique de la première partie de 
la proposition. 

2 0 . Puisque la quantité de mouvement perdue 
par un corps est égale à la quantité de mouve- 
ment gagnée par ce même corps en sens contraire , 

/s 

il est évident que la quantité /MU cos. U u est 
la même chose que la somme des quantités de 
mouvement perdues dans le sens de u ? par une 
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portion quelconque des corps du système, moins 
la somme des quantités de mouvement gagnées 
dans le même sens par tous les autres : ce qui est 
visiblement la seconde partie de la proposition. 

5°. Enfin, puisque W est la résultante de V et 
de U, on a 

U cos. \Tu = W cos. W A w — V cos. V*u. 

Substituant cette valeur de Ucos.U u dans 
Téquation précédente , et transposant , on aura 

/M Wcos.wl = /MVcos.V A «. 

Formule qui est évidemment la traduction de la 
troisième partie de la proposition. 

COROLLAIRE. 

192. Nous avons vu (ri5) que la vitesse du 
centre de gravité estimée dans un sens quelcon- 
que , est toujours égale à la somme des quantités 
de mouvement de* toutes les parties du système 
estimées dans ce même sens divisée par la masse 
totale du système. Donc en vertu de la troisième 
partie de la proposition précédente, la vitesse 
du centre de gravité d'un système de corps par- 
faitement libre, estimée dans un sens quelcon- 
que, n'est point altérée par le choc des corps, 
quelle que soit d'ailleurs la nature de ces corps ; 
c'est à-dire, soit que ces corps soient durs, mous 
ou doués d'un degré quelconque d'élasticité. 
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THÉORÈME XVIII. 

193. Dans un système de corps parfaite- 
ment libre , que ces corps soient oY ailleurs de 
nature quelconque , s'il survient un choc : 

i°. La somme des momens de rotation des 
quantités de mouvement perdues par tous les 
corps du système , à V égard d'un axe quelcon- 
que pris à volonté dans l'espace, et tendantes 
à tourner dans un même sens autour de cet axe, 
est égale à zéro. 

2°. La somme des momens de rotation des 
quantités de mouvement perdues par une por- 
tion quelconque des corps du système dans un 
sens donné autour de cet axe , est égale à la 
somme des momens des quantités de mouve- 
mens gagnées en même temps et dans le même 
sens autour de cet axe, par tous les autres corps 
du système. 

3°. La somme des momens de rotation des 
quantités de mouvement effectives après le choc 
dans un sens donné autour de l'axe , reste la 
même qu'avant le choc. 

En effet , i°. puisque par hypothèse le système 
est parfaitement libre , et que par conséquent il 
n'y a aucun point fixe ni obstacles quelconques, 
on peut imprimer à tout le système un mouve- 
ment de rotation autour de Taxe proposé, sans 
rien déranger aux positions respectives des par<- 
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ties de ce système , et ce mouvement sera géo- 
métrique (139), puisqu'il ne change rien aux 
vitesses relatives. Soit donc u la vitesse géo- 
métrique, qui résultera pour chaque masse M 
de ce mouvement géométrique, et R son rayon 
de circulation, c'est-à-dire sa distance à Taxe 
donné. Ces vitesses u seront visiblement entr'elles 
comme les rayons R; c'est-à-dire qu'on aura 
u= aR , a étant une quantité constante, ou la 
même pour tous les corps du système. Donc la 

formule fMUu cos. U u — o trouvée (181), 
deviendra 

fl/MUR cos. l/rir. R = o ; 

c'est-à-dire, que la somme des momens de rota- 
tion des quantités de mouvemens perdues par le 
choc autour de l'axe donné dans le sens du mou* 
vement imprimé , est égale à zéro. Ce qui est la 
première partie de la proposition. 

2°. Puisque la quantité de mouvement perdue 
par un corps est égale à la quantité de mouve- 
ment, gagnée par ce même corps en sens contraire, 

A 

il est évident que la quantité /MURcos.U cir.R, 
est la même chose que la somme des momens de 
quantités de mouvement perdues pris dans le 
sens du mouvement de rotation imprimé par une 
portion quelconque des corps du système, moins 
la somme des momens de quantités de mouve- 
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ment gagnées dans le même sens par tous les 
autres j ce qui est visiblement la seconde partie 
de la proposition. 

3°. Enfin , puisque W est la résultante de V et 
de U, on a (127) 

U cos.U A cir .R= Wcos. W A cir.R— Vcos. V^cir.R . 

A 

Substituant cette valeur de Ucos.U cir.R dans 
Téquation ci-dessus , elle deviendra, en divisant 
tout par a et transposant, 

/MWRcos.W A cir.R=/MVRcos.V /S cir.R. 

Formule qui est évidemment la traduction algé- 
brique de la troisième partie de la proposition. 
Ce qu'il falloit démontrer, 

COROLLAIRE PREMIER. 

ig4. La même démonstration auroit lieu évi- 
demment, si le système, au lieu d'être parfai- 
tement libre comme on le suppose, étoit obligé 
détourner autour d'un axe fixe donné j car alors 
en rapportant le moment de rotation à cet axe , 
on arriveroit à la même formule que ci-dessus. 
Mais cette formule n'auroit lieu que pour cet axe 
seul. 

COROLLAIRE II. 

195. Considérons Taire balayée par le rayon 
vecteur, mené de chaque mobile perpendiculai- 
rement à Taxe de rotation , ou plutôt la projec- 
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tion de cette aire sur un plan quelconque perpen- 
diculaire à cet axe , c'est-à-dire la surface com- 
prise sur ce plan entre deux rayons vecteurs 
menés du point où il est traversé par cet axe aux 
points de projection de ce mobile. Si l'on nomme 
dt l'élément du temps , et qu'on multiplie par 
dt l'équation trouvée ci-dessus (193), on aura 

fMWdù . R cos. w'rir.R = /MVdt . cos. Vdr.R. 

Mais il est clair que Wdt est l'élément du che- 
min qui auroit été parcouru par le mobile M s'il 
eût été libre ; et que par conséquent 

Wtffcos/VVdr.R 

est le chemin estimé dans le sens de la circonfé- 
rence qui a pour centre le point où l'axe traverse 
le plan , ou ce qui revient au même , l'arc infini- 
ment petit compris entre les deux rayons vec- 
teurs qui répondroient l'un au commencement f 
l'autre à la fin de l'instant dt. Par la même rai- 

son , Ydt cos. V cir. R est l'arc infiniment petit 
compris entre les deux rayons vecteurs qui ré- 
pondent réellement, à cause du choc, Pun au 
commencement, l'autre à la fin de l'instant dt. 

Cela posé, il est évident que ces arcs multi- 
pliés par R représentent le double des aires com- 
pris respectivement entre ces rayons vecteurs. 
Donc la somme des produits de chacune des mas- 
ses par l'aire que balaye son rayon vecteur dans 
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dans un temps infiniment court , est le même que 
s'il n'y avoit point eu de choc ; et comme la même 
chose a lieu pour tous lesinstans,on peut dire que 
quels que soient les chocs qui surviennent dans 
un système de corps libre , ou forcé de tourner 
autour d'un axe donné , la somme des produits 
de chacune des masses, par l'aire que balaye son 
rayon vecteur dans le sens perpendiculaire à cet 
axe, est le même pour un temps donné quelcon- 
que, que si les corps fussent tous demeurés libres. 
Cette loi s'appelle principe des aires. Elle a été 
trouvée par d'Arcy. Elle s'applique évidemment 
comme cas particulier à celui où le mouvement 
change par degrés insensibles. 

THÉORÈME XIX. 

lû6. Dans le choc des corps, que ces corps 
soient durs ou non , et que V action soit immé- 
diate , ou qu'elle se fasse par le moyen d'une 
machine quelconque sans ressort ou à ressort : 

i°. La somme des momens de percussion de 
tous les corps du système çl V égard d'un mou- 
vement quelconque géométrique , est égale à 
jzéro. 

l*a somme des momens d'activité de tous 
les corps du système avant le choc , q l'égard 
d'un mouvement quelconque géométrique , est 
égale à la somme des momens d'activité après 
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le choc à l'égard du même mouvement géomé- 
trique. 

En effet , la première partie de cette proposi- 
tion n'est évidemment autre chose (67) que la 

A 

traduction de la formule /M. Vu cos. U u = O 
trouvée (181). 

La seconde partie n'est autre chose évidem- 
ment (67) que la traduction delà formule 

A A 

/MWwcosAV u — /MVtfcos.V u = o 
trouvée (i83) , ou 

A A 

/MWtfcos.W u=fmYucos.Y u. 

Ce qu'il falloit prouver. 

En regardant la pression comme une percus- 
sion infiniment petite , on pourra appliquer ce 
théorème aux forces mortes, aussi bien qu'à celles 
qu'on nomme quantités de mouvement. C'est-à- 
dire qu'alors , quel que soit l'état de repos ou de 
mouvement du système , la somme des moraens 
de pression de tous les corps du système à chaque 
instant sera o à l'égard de tout mouvement quel- 
conque géométrique. Ce qui n'est , à proprement 
parler, que le principe des vitesses virtuelles ex- 
primé en d'autres termes. 

COROLLAIRE. 

197. Il y a donc, comme on le voit par la 
seconde partie de la proposition précédente; il y 



1 7 6 PRINCIPES DE L'ÉQUILIBRE 

a , dis-je , dans toute percussion ou communica- 
tion de mouvement , soit immédiate , soit faite 
par l'entremise d'une machine quelconque , une 

) quantité qui n'est point altérée par le choc. Cette 

quantité n'est pas , comme Tavoit pensé Des- 

« cartes, la somme des quantités de mouvement : 

ce n'est pas non plus la somme des forces vives ; 
car celle-ci ne se conserve (177) que dans le cas 
où le mouvement change par degrés insensibles, 
et elle diminue toujours (178) lorsqu'il y a per- 
cussion. 

Lorsque le système est libre, la quantité de 
mouvement estimée dans un sens quelconque, est 

| à la vérité la même (191) avant et après la per- 

cussion ; mais cette conservation n'a plus lieu 
s'il y a des obstacles, non plus que celle des rao- 
inens de quantités de mouvement rapportées à 
difFérens axes (193). Toutes ces quantités sont 
altérées par le choc , ou du moins ne se conser- 
vent que dans quelques cas particuliers. 

Mais il est une autre espèce de quantités, que 
ni les divers obstacles qui s'opposent au mouve- 
ment, ni les machines qui le transmettent, ni la 
dureté , la mollesse ou les différens degrés d'élas- 
ticité des corps , ni .enfin l'intensité de la perçus-, 
sion , ne peuvent changer. C'est le moment d'ac- 

j tivité du système général à l'égard de chacun 

des mouvemens géométriques dont il est suscep- 
tible. 
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Et si l'on réunit cette loi qui appartient à tous 
les corps , .à celle qui caractérise la nature de cha- 
cun d'eux \ c'est-à-dire, qui dépend de sa qua- 
lité de corps dur, mou ou élastique , on aura dans 
chaque cas toutes les équations qui seront néces- 
saires à la solution de la question qui pourra être 
proposée. 

Si le choc détruisoit tous les mouvemens , on 
auroit V = o : ainsi la formule trouvée (i83), se 

réduiroit /mWucos.w'V = o, qui nous ap- 
prend que ce cas arrive lorsque le moment d'ac- 
tivité du système général immédiatement avant 
le choc , est nul relativement à tous les mouve- 
mens géométriques dont il est susceptible. 

Remarque. 

198. Jusqu'ici nous n'avons considéré que ce 
qui arrive dans le choc des corps opéré soit im- 
médiatement , soit par l'entremise d'une ma- 
chine quelconque : et comme il s'agissoit de chan- 
gemens brusques , nous n'avons dû avoir aucun 
égard aux forces motrices, qui ne peuvent pro- 
duire de mouvement effectif que dans un laps de 
temps. Nous allons maintenant considérer l'état 
du système comme changeant par degrés insen- 
sibles , et par conséquent , nous devons tenir 
compte de l'effet des forces motrices. 

Ces forces motrices pouvant être considérées 
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comme des degrés infiniment petits de quantité de 
mouvement imprimés à chaque instant , sont sou- 
mises aux mêmes lois que les quantités de mouve- 
ment que nous venons de considérer. Si donc à un 
système de corps en repos, on vient a appliquer des 
forces motrices quelconques, comme, par exem- 
ple, si un système de corps pesans, maintenant en 
repos jusqu'à un instant donné , est tout-à-coup 
abandonné à l'action de la pesanteur j le mou- 
vement initial devra se déterminer par les for- 
mules trouvées pour le cas où le changement est 
brusque ; parce qu'en effet il est tel par rapport 
à son état primitif, quel petit que soit ce mouve- 
ment initia], puisque lemouvement passe du zéro à 
l'existence. Mais lorsque le mouvement est com- 
mencé, le changement qu'il éprouve à chaque 
instant étant infiniment petit par rapport au 
mouvement précédent , est le résultat des forces 
motrices d'une part , et de la force d'inertie de 
l'autre , qui se combinent et produisent les in- 
crémens instantanés ou les différentielles des 
quantités de mouvement. Il faut donc avoir égard 
à ces forces motrices , qui d'ailleurs étant assu- 
jéties aux mêmes lois que les quantités de mou- 
vement finies , font de la théorie qui nous reste à 
examiner, un cas particulier de celle qui vient 
d'être établie en général pour le choc des corps; 
mais comme il s'agit maintenant de considérer 
pour chaque instant l'état variable du système , 
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cette application exige nécessairement remploi 
des quantités infinitésimales. 

THÉORÈME XX. 

199. Lorsqu'un système de corps durs libre 
eu appliqué à une machine quelconque sans 
ressort, et animé de forces motrices quelcon- 
ques, change de mouvement par degrés in- 
sensibles ; si pour un instant quelconque du 
mouvement, on nomme m chacun des corpus- 
cules du système , V sa vitesse, P sa force mo- 
trice , u la vitesse qu'il prendroit , si suppri- 
mant tout-à-coup le mouvement actuel, on lui 
substituoit un autre mouvement quelconque 
géométrique; dt l'élément du temps : on aura 
les deux équations suivantes : 

SmWV — S/tzVP^cos.VP^o (M) 

S mud (V cos. */V) — S/72 uVdt cos. */p = G . (N) 

En effet i°. FdïcosX'p est visiblement la 
vitesse que la force motrice P auroit fait naître 
dans m pendant dt, dans le sens de V, si ce corps 
eût été libre. De plus , dV est la vitesse qu'il 
reçoit réellement dans ce même sens pendant le 
même temps. Donc Pcfa cos.vV — dV est la 
vitesse perdue par m pendant dt dans le sens 
de V, en vertu de Faction réciproque des corps. 
C est donc cette quantité qu'il faut mettre pour 
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A 

U cos.U V, en même temps que m pour M dans 

a> 

la formule S M UV cos.U V = o trouvée (169). 
Or cette formule devient par cette substitution , 

SwV^V- SMVPrfJcos.v'jP = o. 
Ce qu'il falloit premièrement démontrer. 

A 

2°. P dt cos. u P est la vitesse que la force 
motrice P auroit fait naître dans m pendant dt 
dans le sens de u , si ce corps eût été libre. De 

A 

plus, V cos. V u étant la vitesse de m dans le sens 

de u , d (Vcos.V u) est celle que gagne ce corps 

dans le sens de u pendant dt ; donc 

a / a \ 

Vdt cos.u P — d ^Vcos.V u) 

' est la vitesse que perd m pendant dt dans le sens 
de u , en vertu de Faction réciproque des corps. 
C'est donc cette quantité qu'il faut mettre pour 

A 

U cos. U u , en même temps que m à la place de 

A 

M dans la formule générale SMUa cos.U u= o 
trouvée ( 181). Or cette formule devient par cette 
substitution , 

(a \ A 
Vcos.V u) — Smu¥dtco8.u P = o. 

Ce qu'il falloit secondement démontrer. 

Ces deux formules (M) , (N) renferment 
toutes les lois de l'équilibre et du mouvement 
dans un syetéme de corps durs qui change par 
degrés insensibles. Elles sont, comme l'on voit, 
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fort simples, et ont l'avantage de ne renfermer 
que des différentielles du premier ordre. 

COROLLAIRE. 

200. Lorsqu'il y a équilibre , les termes de 
l'équation (M) s'évanouissent, ainsi que le pre- 
mier terme de l'équation (N). Cette équation se 
réduit donc, en divisant tout par dt, à 

SmP.tf cos.zA> = o, (N') 

qui est le principe général de l'équilibre dans un 
système quelconque de forces motrices mP. 

Comme u représente ici toute vitesse géomé- 
trique possible, et que (161) les vitesses virtuelles 
sont des vitesses géométriques ; il suit que nous 
pouvons prendre pour u une vitesse quelconque 
virtuelle. 

D'un autre côté , mP peut représenter toute 
force mouvante F. Donc l'équation (N') peut se 
mettre sous cette forme : 

SF.z/cos.z/f = o, (N*), 

u représentant la vitesse virtuelle de F. Or cette 
formule est visiblement l'expression du fameux 
principe des vitesses virtuelles. Nous reviendrons 
sur ce principe (21 5 et suiv.). 

THÉORÈME XXI. 

• * 

SOI. Dans tout système de corps dont le 
mouvement change par degrés insensibles , la 
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somme des forces vives augmente pendant un 
temps quelconque donné , d'une quantité tou- 
jours égale au double du moment d'activité 
consommé dans le même temps par toutes les 
forces motrices. 

Car la formule (M) trouvée (199) , donne, 
comme on l'a vu , en nommant ds l'élément de 
la courbe décrite par m pendant dt, et intégrant, 

SfmFds cos. d*P — ifmV + C = o , 

C étant une constante égale à la demi-somme des 

forces vives initiales. Donc l'augmentation des 

forces vives , c'est-à- dire , fm V* — a C est égale 

/s 

à sSfmVds cos. ds P, quantité qui est (65) le 
mon.3nt d'activité consommé pendant le mouve- 
ment du système, par toutes les forces motrices. 

COROLLAIRE. 

202. La force d'inertie de m , estimée dans le 

dV 

sens de V, est —771 -7-. Donc le moment d'activité 

dt 

absorbé par cette force d'inertie pendant dt , est 
mVdW; donc le moment d'activité absorbé par 
cette même force pour tout le système dans 
le même instant, est Sm YdV ; donc le mo- 
ment d'activité absorbé par cette même force 
d'inertie pour tout le système et pour tout le 
temps du mouvement, est en complétant l'inté- 
grai* ifmV* + C. Donc puisque par la for» 
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mule (M), cette quantité moins SfmVdscos.ds P 
est o, il suit que cette dernière quantité est égale 
au moment d'activité absorbé par la force d'iner- 
tie de toutes les parties du système pendant toute 
la durée du mouvement; c'est-à-dire donc, que 
dans tout système dont le mouvement change 
par degrés insensibles , le moment d'activité 

A 

SfmVds cos. ds P consommé par toutes les for- 
ces motrices , est égal au moment d'activité 
~fm V* + C absorbé en même temps par la force 
d'inertie. 

THÉORÈME XXII. 

2û3. Lorsqu'un système de corps durs, libre 
ou appliqué à une machine quelconque sans 
ressort , et animé de forces motrices quelcon- 
ques y change de mouvement par degrés insen- 
sibles, la force vive au bout d'un temps donné 
est égale à la force vive initiale , plus à la force 
vive qui auroit lieu , si chacun des corps du 
système avoit pour seule vitesse celle qu'il au- 
roit acquise en parcourant librement la courbe 
qu'il a décrite; supposant d'ailleurs qu'il n'eût 
été animé à chaque point de cette courbe, que 
de la même force motrice qu'il y éprouve réel- 
lement, et que sa vitesse initiale eût été nulle. 

Ce théorème est ce qu'on appelle principe de 
la conservation des forces vives , dans un sys- 
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terne de corps durs qui change par degrés insea- 
sibles. 

Si Ton conçoit que la courbe décrite par cha- 
cun des corpuscules du système soit une ligne 
inflexible,, dans laquelle ce corpuscule soit enfilé 
comme un grain mobile, qu'au premier instant 
sa vitesse soit o , et qu'ensuite il se meuve libre- 
ment le long de cette ligne inflexible , c'est-à- 
dire sans être gêné par les autres parties du 
système; mais qu'il reste à chaque point animé 
de la même force motrice qu'il éprouve effec- 
tivement à ce même point de sa courbe dans 
Tétât réel du système : je dis qu'alors la somme 
des forces vives qu'auront acquises tous les corps 
à la fin de leurs mouvemens , sera la même que 
celle qui a effectivement lieu à la fin du mouve- 
ment dans l'état réel du système. Tel est le sens 
de la proposition qu'il faut démontrer. 

Or en conservant les dénominations de la for- 
mule (M) (199) , nous aurons Vdt = ds, et par 
conséquent l'équation (M) prend la forme 

SmFds cos. d/p — S m Vd V = o. 

Supposant donc, comme on vient de le dire, que 
la courbe décrite par m soit une ligne inflexible 
parcourue librement par m> comme un grain 
mobile enfilé dans cette courbe i et dégagé de 
toute pression ou traction de la part des autres 
corps du système, et qu'enfin il éprouve à chaque 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. i85 

point de cette courbe, la même force motrice P 
que celle dont il est animé dans l'état réel des 
choses. Si l'on nomme K la vitesse initiale de m , 
dans cet état réel , tandis qu'elle est supposée o 
dans la nouvelle hypothèse, et V' la vitesse de m 
sur l'élément ds , également dans la nouvelle hy- 
pothèse ; on aura , en intégrant l'équation pré- 
cédente pour avoir l'état réel du système au bout 
du temps t , 

Sf mPd s cos. d/p — SfmVdV — o , 

f désignant le signe d'intégration relatif à la 
durée du mouvement, tandis que S est le signe 
d'intégration relatif à la figure du système. Or 
SfmYdV — ^ S /rc V a . Donc l'équation peut se 
mettre sous cette forme , 

S/771 COS. ds^P — ^STTiV" + C=o, 

C étant une constante ajoutée pour compléter 
l'intégrale. 

Pour déterminer cette constante, on observera 
qu'au premier instant on a 

V = K, et SfmPds cos. ds P — O, 

puisque la force motrice n'a encore produit au- 
cun effet. Donc C == ^SttzK* ; donc 

S/m P ds cos. ds*P — { S tt* V 4 + £ S m K a = o. 

Mais par la même raison, on voit que dans la 
nouvelle hypothèse , on doit avoir . 

, S fmPds cos. ds*F — iS/7»V' 4 = o; 
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puisque dans ce cas, la vitesse initiale est suppo- 
sée nulle , et que d'ailleurs P est la même que 
dan6 le premier cas. Otant donc cette équation 
de la première , et réduisant , on aura 

SmV = SmK* + SmV'\ (P) 
Ce qu'il falloit démontrer. 

COROLLAIRE P R E M 1ER. 

204. Si la force motrice P est o ; c'est-à-dire 
si le système n'est animé d'aucune force motrice, 
et que chacun des corps n'éprouve de change- 
ment que par la force d'inertie qui fait agir et 
réagir les unes sur les autres les différentes par- 
ties du système; le premier terme de l'équation 
précédente (M), (199) deviendra o. On aura 
donc V = o , et par conséquent , la formule (P) 
deviendra SmV' ^S/raK'j c'est-à-dire, que la 
somme des forces vives demeurera constante , 
ainsi que nous l'avons déjà trouvé (177). 

COROLLAIRE II. 

205. Si la force P étoit produite par une 
attraction mutuelle exercée entre les différens 
corps dii système , ou par des points fixes quel- 
conques sur ces corps , quelle que fût d'ailleurs 
la loi de cette attraction , pourvu qu'elle ne dé- 
pendît que des distances; il est évident que la 
force vive qui naîtroit de cette attraction , entre 
ces corps deux à deux, à chaque instant, seroit 
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égale au produit de la somme de leurs masses 
multipliées chacune parla force attractive qu'elle 
éprouve , le tout multiplié par la quantité dont 
ces corps se rapprocheroient pendant cet ins- 
tant. Donc cette force attractive se retrouvant 
par hypothèse la même à distances égales , la force 
vive qu'elle aura fait naître entre deux corps 
se retrouvera toujours la même , quand ces corps 
se retrouveront à la même distance l'un de l'autre, 
quelques routes qu'ils aient tenues d'ailleurs cha- 
cun en particulier. Donc la force vive qui naît 
dans le système général, ne dépend ni de la route 
que chaque corps tient en particulier, ni du 
temps qu'il met à la parcourir, mais uniquement 
de la position où il se trouve à l'égard des autres 
corps du système. Donc l'augmentation de cette 
force vive sera toujours la même , lorsque les 
corps seront partis d'une position donnée, et 
qu'ils seront arrivés à une autre position donnée. 
Et cette augmentation sera nulle , c'est-à-dire , 
que la somme des forces vives se retrouvera la 
même à la fin du mouvement qu'au premier ins- 
tant, si les corps se retrouvent dans leur position 
primitive. 

COROLLAIRE 111. 

Si les corps se transmettoient leurs actions 
respectives par des machines à ressort, et que la 
pression de ces ressorts ne dépendît que de leur 
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plus ou moins grande contraction , et non de- 
causes accidentelles , telles que la température ; 
alors la force vive que feroit naître chacun d'eux, 
ne dépendroit que de la quantité dont il se seroit 
dilaté , et nullement du temps qu'il auroit em- 
ployé a cela. Car la quantité de force vive que 
feroit naître à chaque instant sa pression , dans 
quelque position qu'il se trouve d'ailleurs , est le 
produit de cette pression par le chemin infini- 
ment petit que font ses extrémités pour s'éloi- 
gner. Donc l'augmentation de force vive du sys- 
tème sera toujours la même, lorsque chaque res- 
sort partant d'un degré de contraction donné, 
sera arrivé à un autre état quelconque de con- 
traction aussi donné. Cette augmentation sera 
donc nulle , c'est-à-dire que la somme des forces 
vives se retrouvera la même, si à la fin du mou- 
vement les ressorts se trouvent dans le même état 
de compression qu'au premier instant. 

COROLLAIRE IV. 

206. S'il y avoit tout -à- la -fois des ressorts 
dont la pression dépendît uniquement de leurs 
degrés de contraction , et des forces attractives 
ou répulsives qui s'exerçassent en raison de fonc- 
tions quelconques des distances, l'augmentation 
ou la diminution de forces vives qui auroit lieu 
au bout d'un temps quelconque , ne dépendroit 
pareillement que du degré de contraction de ces 
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ressorts , et des distances respectives des corps du 
système , mais nullement de la position absolue 
des unes et des autres, ni des routes qu'ils auroient 
pu tenir pour arriver a leurs nouvelles positions; 
de manière que si ces positions des corps et des 
ressorts se retrouvoient les mêmes qu'au pre- 
mier instant du mouvement , l'accroissement ou 
la diminution de la force vive seroit nulle. 

COROLLAIRE r. 

207. Si la force motrice P est constante , tant 

pour son intensité que pour sa direction ; si c'est, 

par exemple , la gravité ordinaire à la surface de 

la terre que je nommerai g. La formule (M) (199) 

deviendra , en intégrant par rapport à /, 

/s 

gS / mds cos. ds g = \ SmV*. 
Or il est clair que si l'on nomme h la hauteur dont 
Je corpuscule m est descendu pendant le temps t, 

on aura ds cos. ds g = dk. Donc la formulé 
deviendra 

gSfmdh — iSmV+ C=o, 
ou gSnth — i Sm V + C = o. 

COROLLAIRE FI. 

208. Mais si l'on nomme M la masse totale 
du système , et H la hauteur dont est descendu 
le centre de gravité, on aura (1 14) Smh = NLH. 
Donc la formule devient 

g-MH — J SmY* +C=so, 
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C représentant la moitié de la force vive initiale. 
Supposan t donc que la vitesse initiale de m soit K, 
on aura C = j S mK% et l'équation sera 

gNIH — ^Stti V a 4- 7SwR' = o, 

ou en multipliant par a et transposant , 

S m V ' == S /T* K * + 2 # . M H. 

C'est-à-dire, que dans un système quelconque 
de corps pesans , agissant les uns sur les autres 
immédiatement , mais changeant de mouvemens 
par degrés insensibles , la somme des forces vives 
au bout d'un temps quelconque est égale à la 
somme des forces vives initiales , plus au double 
du poids (gM ) du système total , multiplié par 
la hauteur dont le centre de gravité est descendu 
pendant ce temps. 

COROLLAIRE VII* 

20Q. Soit V la vitesse qu'acquerroit up corps 
qui tomberoit librement de la hauteur H, et qu'on 
nomme vitesse due à la hauteur H : on aura donc 

V'dY = gdH, 

ou en intégrant et supposant que la vitesse ini- 
tiale soit o, on aura £ V* = g-H, ou multipliant 
par 2 M , zgM H = V ; \ 

Substituant cette valeur de a^MH dans l'équa- 
tion du corollaire précédent, on aura 

SmV= St7zK* + MV / \ 

C'est-à-dire, que dans toute machine à poids dont 
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le mouvement change par degrés insensibles, la 
somme des forces vives au bout d'un temps donné 
quelconque, est égale à la somme des forces vives 
initiales , plus la force vive qui auroit lieu , si la 
niasse totale du système réunie au centre de gra- 
vité étoit tombée librement de la hauteur qu'a en 
effet parcourue de haut en bas ce centre de gravité. 

COROLLAIRE V 1 l 2. 

210. Si le centre de gravité est fixé, de ma- 
nière qu'il ne puisse ni monter ni descendre , la 
hauteur H sera o. Donc on aura SrriV* = SmR'. 
Ainsi la somme des forces vives sera constante , 
comme si les corps du système étoient tous sans 
pesanteur. 

COROLLAIRE IX. 

ail. Si l'on est assuré que le centre de gra- 
vité nesauroit descendre, et qu'en outre la vitesse 
initiale de chaque corps soit o , on aura K = o ; 
donc S m V* = o. Or V étant nécessairement 
toujours positive , soit que V soit elle-même po- 
sitive ou négative j l'équation précédente ne peut 
avoir lieu sans qu'on n'ait V = o ; c'est-à-dire , 
sans qu'il y ait équilibre. Donc , en général, pour 
démontrer qu'une machine à poids abandonnée 
à elle-même , à laquelle on n'a imprimé aucun 
mouvement, doit rester en équilibre, il suffit de 
prouver que le centre de gravité ne descendra 
pas. . : 
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COROLLAIRE X. 

* 

212. Donc si le centre de gravité est au point 
le plus bas possible , il y aura équilibre ; car on 
vient de voir qu'il suffit pour cela de prouver que 
le centre de gravité du système ne descendra pas. 
Or comment descen droit- il , puisque par hypo- 
thèse , il est au point le plus bas possible ? 

COROLLAIRE XI. 

21 3. S'il n'y avoit que deux poids dans le sys- 
tème , et que la machine ne pût se mouvoir sans 
que l'un des corps montât pendant que l'autre 
descen droit, et que de plus, leurs vitesses fussent 
alors en raison inverse de ces poids , il y auroit 
nécessairement équilibre, quelle que fût l'espèce 
de la machine. Car dans cette hypothèse, il est 
cUir que la vitesse verticale du centre de gravité 
eeroit o au premier instant. Donc par le corol- 
laire vin , il y auroit équilibre. 

THÉORÈME XXIII. 

21 4. Si un système de corps change de mou- 
vement par degrés insensibles, et qu 'il passe 
par une position où les forces motrices seules 
se feroient mutuellement équilibre / la somme 
des forces vives à cette époque sera un mini- 
mum ou un maximum. 

Car l'équation (M) (199) donne 

SmVPtffcos.v'p^ SmYdV. 4 
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Mais V est une vitesse géométrique (i53). Donc 
le premier terme (aoo) de cette équation est o 
lorsqu'il y a équilibre. Donc dans le cas d'équi- 
libre, on a 

SmYdV = o, ou dS m/Y % = o. 

Donc Sm/Y a est un minimum ou un maximum. 
C'est en cela que consiste le principe d'équilibre 
proposé par Courtivron. 

> 

THÉORÈME XXIV. 

21 5. Lorsque plusieurs corps animés de di- 
verses forces motrices se font mutellement équi- 
libre , si Von vient à imprimer au système un 
mouvement quelconque géométrique , la somme 
des produits de chacune de ces forces motrices , 
par sa vitesse géométrique estimée dans le sens 
de cette force , est égale à zéro. 

Cela résulte évidemment de la formule (N) 

trouvée (199)$ car alors on a par hypothèse 

V = o ; donc le premier terme de cette formule 

se réduit à zéro 5 donc en divisant par dt f elle se 

✓s 

réduit à SmP.wcos.a P = o, qui est précisé- 
ment la traduction algébrique du théorème 
énoncé. Ce qu'il falloit prouver. 

COROLLAIRE PREMIER. 

2 16. Toute force quelconque de pression , 
telle que celles qu'exercent les hommes , les ani- 

i3 
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maux , les ressorts , peut être évaluée par une 
force motrice comme un poids. De plus , nous 
ayons vu (16 1) que toute vitesse virtuelle appar- 
tient à un mouvement géométrique. Donc du 
théorème précédent suit cette proposition , qui 
est le fameux principe des vitesses virtuelles. 

Si plusieurs forces appliquées à un système 
ou une machine quelconque se font mutuelle— 
ment équilibre , et si cet équilibre vient à être 
dérangé par V action d'une nouvelle puissance 
infiniment petite $ la somme des produits de cha* 
cune de ces forces , par sa vitesse virtuelle esti- 
mée dans le sens de cette force , c'est-à-dire 
par la vitesse infiniment petite du point où elle 
est appliquée , estimée dans le sens de cette 
force , sera égale à zéro. 

S'il n'y a que deux forces dans le système , et 
qu'il y ait équilibre ; ces deux forces seront donc, 
en raison réciproque de leurs vitesses virtuelles , 
estimées dans le sens de ces forces. 

COROLLAIRE II. 

217. Donc si un fluide incompressible sans 
pesanteur ni forces motrices quelconques , est 
enfermé de tous côtés dans un vase , et qu'ayant 
fait aux parois de ce vase deux ouvertures infini- 
ment petites inégales , on y applique perpendi- 
culairement des pistons poussés par des forces 
qui se fassent mutuellement équilibre $ ces deux 
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forces seront entre elles comme les aires des ou- 
vertures infiniment petites faites aux parois ; car 
il est évident que cette condition est nécessaire 
pour que ces forces soient en raison réciproque 
des vitesses virtuelles , qui auroient lieu si l'équi- 
libre venoit à être infiniment peu dérangé. 

• 

COROLLAIRE III. 

2 1 8. Puisque par le théorème précédent nous 

avons pour le cas d'équilibre , 

/s 

Smz/P cos.u P = o. 

En multipliant tout par dt, et observant que 

udt est l'espace infiniment petit décrit par m et 
/s 

u dt cos. u P ce même espace estimé dans le sens 
de la force P ^ il suit que si P est une force d'at- 
traction entre les corps ou vers des points fixes, 
et que l'on nomme p la distance de m au point 

dont il est attiré , on aura udt cos. u P = ~dp, 
et que par conséquent l'équation 

SmuFco8.u P = o, 
se réduira à SmPdp = o. 

Supposant donc que l'attraction s'exerce en 
raison d'une fonction des distances, SmPdp 
sera susceptible d'une intégrale exacte fonction 
dep , et si l'on suppose que n soit cette intégrale 
exacte, c'est-à-dire, qu'on ait n =fSmPdp ; 
on aura f n = o ; donc n sera un mini- 
mum ou un maximum ; c'est-à-dire que lors- 
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que plusieurs corps animés de forces attrac- 
tives réciproques , ou dirigées vers des points 
fixes donnés , et fonctions des distances sont ap- 
pliqués à une machine ; la position de l'équilibre 
est celle où la somme des produits des forces 
motrices par les distances des corps qui en sont 
animés aux points vers lesquels ils sont attirés , 
est un maximum ou un minimum. 

La même chose auroit lieu également , si l'at- 
traction s'exerçoit entre les corps même du sys- 
tème, quoique mobiles, en supposant qu'alors p 
désigne les distances des uns aux autres , parce 
que l'action et la réaction étant toujours égales et 
contraires entre eux deux à deux, la quantité 
S m? dp seroit évidemment toujours o comme 
ci-dessus. C'est ce principe qui a été donné par 
Maupertuis sous le nom de loi du repos. Nous 
y reviendrons à la fin de cet ouvrage. 

COROLLAIRE IV. 

21Q. Le théorème énoncé ci-dessus peut s'ap- 
pliquer au cas du mouvement 5 car alors le mou- 
vement avec lequel chaque point tend à se mou- 
voir, se décompose en deux, dont l'un reste et 
opère le mouvement subséquent, et dont l'autre 
est détruit. Or ce mouvement détruit est assu- 
iéti (169, 190) à la loi énoncée par le théorems 
ci-dessus î c'est-à-dire, que quel que soit l'état 
de repos ou de mouvement où se trouve un sys- 
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téme quelconque de forces appliquées à une 
machine , si on lui fait prendre tout-à-coup un 
mouvement quelconque géométrique , sans rien 
changer à ces forces; la somme des produits de 
chacune d'elles par la vitesse qu f aura dans le 
premier instant le point où elle est appliquée , 
estimée dans le sens de cette force, sera égale 

■ 

à zéro. 

Une sera peut-être pas inutile de prévenir 
une objection qui pourroit se présenter à l'esprit 
de ceux qui n'auroient pas fait attention au véri- 
table sensdumot/brctf. Imaginons, par exemple, 
dira-t*-on^ un treuil à la roue et au cylindre 
duquel soient suspendus des poids , par des cor- 
dons verticaux : s'il y a équilibre , ou que le 
mouvement soit uniforme , le poids attaché à la 
roue sera à celui du cylindre , comme le rayon 
du cylindre est au rayon de la roue. Mais il n'en 
est pas de même, lorsque la machine prend uu 
mouvement accéléré ou retardé : il paroît donc 
qu'alors les forces ne sont pas en raison récipro- 
que de leurs vitesses estimées dans le sens de ces 
forces 5 commeil devroit suivre de la proposition. 
La réponse à cela est que dat*s le cas ou le mou- 
vement n'est pas uniforme , les poids en question 
ne sont pas les seules forces exercées dans le sys- 
tème ; car le mouvement de chaque eorps chan- 
geant continuellement , il oppose aussi à cha- 
que instant par son inertie , une résistance à ce 
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changement d'état : il faut donc tenir compte 
de cette résistance. Ainsi les forces exercées par 
les corps ne sont pas leurs poids seuls , mais les 
quantités de mouvement perdues par ces corps, 
lesquelles doivent s'estimer par les tensions des 
cordons auxquels ils sont suspendus. Or que la 
machine soit en repos ou en mouvement , que ce 
mouvement soit uniforme ou non, la tension du 
cordon attaché à la roue est à celle du cordon atta- 
ché au cylindre , comme le rayon du cylindre est 
au rayon de la roue ; c'est-à-dire, que ces tensions 
qui sont les vraies forces exercées par les corps , 
les vraies quantités de mouvement qui se détrui- 
sent l'une l'autre , sont toujours en raison des 
vitesses de ces corps : ce qui est conforme à la 
proposition. 

COROLLAIRE V. 

220. Lorsque les forces en équilibre autour 
d'une machine se réduisent à deux , quel que 
.puisse être le mouvement géométrique imprimé 
au système, il est clair par le théorème , que l'une 
des forces sera sollicitante , et l'autre résistante ; 
c'est-à-dire, que l'une des deux fera un angle 
aigu avec la direction de sa vitesse , et l'autre un 
angle obtus avec la sienne 5 car le produit d'une 
force par sa vitesse estimée dans le sens de cette 
force , est le pfoduit de cette même force par 
le cosinus de l'angle qu'elle forme avec sa vî^ 
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tesse (26). Donc la somme de ces deux produits 
ne peut se réduire à zéro , sans que l'un des cosi- 
nus soit négatif; c'est-à-dire sans que Pun des 
angles soit obtus tandis que l'autre est aigu. 

COROLLAIRE V J. 

221. Concevons un système quelconque do 
corps animés de forces motrices quelconques , 
appliqués à une machine : nommons m chacune 
des masses du système , u sa vitesse , h la vitesse 
initiale, p la force accélératrice de m lorsqu'elle 
est sollicitante , p' lorsqu'elle est résistante , et dt 
l'élément du temps. Nous aurons donc au bout 
d'un temps donné, 

fatSmpu co&.p u — JdtSmpu cos.p' u 

mais le premier terme de cette équation est (63) 
le moment d'activité consommé par toutes forces 
sollicitantes 5 et le second, est le moment d'acti- 
vité absorbé par les forces résistantes. Supposons 
donc que ces momens soient M , M', l'équation 
deviendra, v> ,. \ 

M — M' = £S/7i# â — {Sm&\ 

Et comme u* étant un carré , est toujours posi- 
tive , S m u* ne pourra jamais devenir négative- 
Donc si l'on suppose ^=0 on aura nécessaire- 
ment M > M'; donc nous pouvons établir en 
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principe , que quelles que soient les forces 
appliquées à un système quelconque de corps 
en repos au premier instant du mouvement , 
le moment d'activité consommé au bout d'un 
temps donné quelconque , par les forces mo- 
trices sollicitantes , est toujours plus grand que 
le moment d'activité absorbé en même temps 
par les forces motrices résistantes. 

D'où il suit , par exemple, que de quelque ma- 
nière qu'on applique des poids à une machine en 
repos au premier instant, il est impossible que le 
centre de gravité du système monte , lorsqu'on 
abandonnera ce système à lui-même. 

COROLLAÏRE VU. 

222. Puisqu'en supposant qu'il naisse un 
mouvement quelconque, la quantité M est néces» 
sairement plus grande que M', il suit que si l'on 
peut s'assurer que M ne peut être plus grand que 
M', il y aura nécessairement équilibre. Donc nous 
pouvons établir ce nouveau prinoipë d'équilibre 
qui n'est qu'une généralisation de celui que non» 
avons donné pour les machines à poids (an). 

Pour s'assurer que plusieurs forces motrices 
appliquées à une machine en repos au premier 
instant doivent demeurer en équilibre , il suffit de 
prouver que si cela n'étoitpas, le moment d'acti- 
vité consommé au premier instant du mouve- 
ment, par toutes les forces motrices sollicitantes 9 
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seroit moindre ou du moins ne seroit pas plus 
grand , que le moment d'activité absorbé en 
même temps par les forces motrices résistantes. 

Ce principe est vrai sans exception , et s'ap- 
plique même aux cas qui échappent à celui des 
vitesses virtuelles. Car soit , par exemple , (fig. 
34) un poids A placé entre deux plans inclinés 

HP , RQ • on ne peut appliquer à ce cas le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, parce qu'on ne peut 
déranger l'équilibre qu'au moyen d'une force 
finie, au lieu que le principe qu'on vient d'énon- 
cer renferme visiblement ce cas et tous ceux du 
même genre. 1 

La proposition précédente peut encore s'énon- 
cer comme il suit. 

Une machine quelconque ne peut se mettre 
en mouvement sans que la sommé des produits 
de chacune des forces qui lui sont appliquées , 
par sa vitesse estimée dans le sens de cette 
force, ne soit positive et plus grande que o, au. 
bout du premier instant. . 

- ■ ' ■ * * * \$* * « r * * • ■ * 

T H B O R Ê M JB X X V. 

r t 223. Si plusieurs forets mùtricts sont oppli* 
quées, aux diverses parties d 3 m% système quelcon- 
que de corps parfaitement libre , le centre de gra- 
vite se meut de la même manière, que si la masse 
totale du système étoit réunie en ce seul point, 
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et que toutes les forces lui fussent immédiate-* 
ment imprimées. 

Car le système n'étant , par hypothèse , gêné 
par aucun obstacle, il recevra dans chaque sens 
la somme totale des forces imprimées dans ce 
même sens. Mais (n5) le centre de gravité se 
meut toujours dans quelque sens que ce soit , 
avec une vitesse qui , multipliée par la masse 
totale du système , égale la quantité totale du 
mouvement dans le même sens. Donc le mouve- 

■ 

ment du centre de gravité est toujours le même , 
quelle que soit la figure du système, dès que ce 
système n'est gêné par aucun obstacle. Donc il 
est le même que si toute la masse du système lui 
étoit réunie. 

THÉORÈME XXV I. 

2 24. Dans tout système de forces considérées 
comme immatérielles, (ou abstraction faite de la 
force d'inertie') dont le mouvement change par 
degrés insensibles , le moment d'activité con- 
sommé dans un temps donné par toutes les for- 
ces sollicitantes , est constamment égal au mo- 
ment d'activité absorbé dans le même temps par 
toutes les forces résistantes. 

Car si l'on nomme F chacune des forces solli- 
citantes, V la vitesse du point où elle est appli- 
quée , / chacune des forces résistantes , v la vî- 
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tesse du point où elle est appliquée , et dt l'élé- 
ment du temps , on aura (200) 

S F V cos.fV— S/p cos./V = o. 

Multipliant par dt et intégrant pour avoir l'état 
du système au bout d'un temps quelconque, on 
aura 

S/FVdt cos.F A V— Sffvdt cos./V = o. 

Mais le premier terme de cette formule , est (63) 
le moment d'activité consommé par les forces 
sollicitantes F, pendant la durée du mouve- 
ment : et le second terme , est le moment d'acti- 
vité absorbé par les forces résistantes dans le 
même temps. Donc le moment d'activité con- 
sommé par les forces F , est égal au moment 
d'activité absorbé par les forces f. Ce qu'il falloit 
prouver. 



THÉORÈME XXVII. 

225. S } il y a équilibre entre plusieurs forces 
appliquées simultanément à une machine , et 
que l'on considère tant ces forces actives appli- 
quées à la machine y que celles qui sont exercées 
par les obstacles même ou points fixes qui en 
font partie; 

i°. La somme de toutes ces forces estimées 
dans un sens quelconque sera égale à zéro. 
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a°. La somme des momens de ces mêmes for^ 
ces, tendant à faire tourner dans un même sens , 
autour d'un axe quelconque pris à volonté dans 
l'espace y est aussi égale à zéro. 

Car en substituant aux forces passives exer- 
cées par les obstacles , des forces actives comme 
celles qui sont appliquées à la machine, le sys- 
tème deviendra parfaitement libre ; et l'on pourra 
lui appliquer les mêmes raisonnemens qui ont 
été faits ( 191 et 193). Ce qu'il falloit démontrer. 

226. S'il n'y avoit dans le système qu'un axe 
fixe ; toutes les forces passives exercées par cet axe 
n'auroient aucun moment à l'égard de ce même 
axe. Donc , dans ce cas , la somme des momens 
des seules forces actives, à l'égard de cet axe, et 
tendantes à faire tourner le système dans un sens 
donné , seroit égale à zéro. 

♦ ♦ ■ 

227. Le mode qu'on suit ordinairement pour 
établir les lois générales de l'équilibre et du mou- 
vement , consiste à rapporter , conformément à 
l'usage élégant qu'a introduit Maclaurin, le sys- 
tème à trois axes perpendiculaires entr'eux. Ce- 

/ pendant j'ai trouvé plus direct pour les premiers 

principes que je viens d'exposer, de suivre une 
maîche diflerente. Mais il est facile maintenant 
d'exprimer les résultats que j'ai obtenus, en les 
rapportant , en eflet , à trois axes orthogonaux : 
je l'ai déjà fait ( 1 84) pour les cbangmens brusques * 
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il me reste à le faire également pour les mouve- 
mens qui changent par degrés insensibles. C'est 
l'objet des dénominations suivantes et des pro- 
positions qui viennent ensuite , et qui ne sont 
que des transformations des équations trouvées 
précédemment • 

228. Nous supposerons donc qu'un système 
animé de diverses forces motrices quelconques , 
change de mouvement par degrés insensibles $ et 
qu'ayant imaginé dans l'espace trois axes quel- 
conques perpendiculaires entr'eux pour y rap- 
porter le mouvement , on décompose celui de 
chacun des corps du système, en trois autres 
respectivement parallèles à ces axes. Cela posé, 
je désigne : 

* 

Chaque molécule du système , par. . . m 

ses trois coordonnées, par «... x, jr, z 9 

sa vitesse pour un instant donné quel- 
conque, estimée dans le sens de ces 
trois axes respectivement, par. . . . V, V",V" 
la force motrice au même instant, 
estimée dans le sens de ces mêmes 

axes respectivement, par P', P", P"' 

sa vitesse géométrique 5 c'est-à-dire , 
la vitesse que prendroit cette molé- 
cule si l'on venoit tout-à-coup à 
changer le mouvement actuel en 
un autre mouvement géométrique j 
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cette vitesse, dis-je , estimée de même 
dans le sens des axes respective- 
ment, par u\u\u" 

l'espace parcouru par m dans un temps 
quelconque, par s 

la durée du mouvement, par t 

22g. Cela posé, on aura pour tout le système, 
à chaque instant , les deux équations suivantes: 

SmP'V'^+SmP"V / ^ + SmV'V'dt 
= SmVW+ SmVW +SmV"dV". .(M'j 

SmV'udt + SmV"u"dt + SmY'"u n, dt 
= Smu'dV'+ Smu"dV" + Smu"'dV'" . .(K) 

En effet , ces formules ne sont autre chose que 
les formules ( M) , ( N) trouvées (1 99 ) , et trans- 
formées convenablement pour qu'on puisse rap- 
porter le mouvement aux trois axes proposés. 

Car d'après ce qui a été dit (118), on a 

YdV = W + VW + W, et 

PV cos.pV = P'V + P" V" + p'" y'". 

Substituant donc ces valeurs dans la formule (M\ 
on aura la première (M') des deux formules ci- 
dessus. 

Par le même principe , comme u est arbitraire. 

quoique V varie, ud( V cos.u V) est la même 
chose que 

(*Vcos.*/V), ou d (i/V'+i/V ff +z/'V''), 
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dans laquelle u , u° , u" doivent être traitées 
comme constantes 5 donc on a 

ud (V cos. z/V) = ud V'+ u°dV n + u"dY", 
et par la même raison , 

Pu cos.P A 2* = P'u' + PV+ P"V. 

Substituant donc ces valeurs dans la formule (N) 
(199), on aura la seconde (N') des deux formules 
ci-dessus. Ce qu'il falloit prouver. 

■ 

25o. Dans le cas d'équilibre, on a V = o, 
dV = o : ainsi l'équation (M') se réduit à 0=0, 
et l'équation (N') se réduit à 

SmP'u'+ Sm PV + SmP '"u'" = o , (N") 

qui est la formule générale de l'équilibre rappor- 
tée à trois axes perpendiculaires. 

&3l. Cette formule générale peut se tirer im- 
médiatement du principe des vitesses virtuelles ; 
car chacune des forces motrices mP\ mP", mP"' 
est ici animée d'une vitesse géométrique u\ u'\ 
ou u\ dirigée dans le même sens ; de manière 
que l'angle compris entre chaque force et sa direc- 
tion étant o, son cosinus est 1 , ce qui fait dis- 
paroître tous ces cosinus. 

23a. De cette même formule générale de l'é- 
quilibre, on peut ensuite aisément déduire celles 
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du mouvement (M'), (N') , car la force motrice 
de m dans le sens de x étant mP' la quantité de 
mouvement que m tend à prendre en vertu de 
cette force pendant dt , est mP'dt; mais par 
hypothèse, il prend seulement la quantité de 
^mouvement mdV. Donc il perd par l'action et 
la réaction des corps rrïP'dt — mdW' dans le sens 
de x. Par la même raison , il perd dans le sens 
dey la quantité de mouvement mP"dt — mdV" 9 
et dans le sens de z , la quantité de mouvement 
mP"'dt — mdV'". Donc ces forces sont celles 
qui sont détruites pendant l'instant dt , ou qui 
se feroient mutuellement équilibre si elles étoient 
seules. Ce sont donc celles qu'il faut substituer 
dans la formule générale (N") de l'équilibre 
trouvée ci-dessus , à la place de P', P", P"' ; et alors 
cette formule reprend la forme (N') , laquelle 
contient comme cas particulier la formule (M'), 
puisque les vitesses V, V", V 1 ' sont des vitesses 
géométriques, les premières en ordre. 

233. En vertu des vitesses V, V*,V", le 
corps m parcourt pendant dt les espaces dx, 
dy, dz respectivement dans le sens des coor- 
données x , y 3 z. Donc dans les équations pré- 
cédentes, on peut, au lieu de V, V", V", subs- 

dx dy dz 
tituer — , — , — , et alors l'équation (M ) de- 
viendra , en multipliant tout par dt , 
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dt(SmV'dx + SmV n dy + SmV'dz) 

= Smdxd^ + Smdyd^ + Smdz ^, 

ou en supposant dt constant, et divisant par 
cette constante 

SmP'dx + SmVdy + SmFVz 
/ dxd'x -h dydy + dzd*z \ 
\ dt* )' 



r 

o» 



S m ( V'dx + V'dy + V"dz) » l S m d ~. 

dt* 

234. Supposons de même, qu'en vertu des 
vitesses géométriques quelconques u\ u\ u" $ 9 
chaque corps m parcourût dans un temps quel- 
conque infiniment court donné qui n'a rien de 
commun avec dt , les espaces respectifs fx , <Ty, 
cTz , dans le sens des coordonnées x , y , z ; nous 
pourrons substituer ces quantités à la place de 
u\ u, u', dans la formule (N'), et alors nous 
aurons , en multipliant par dt , 

^(SmP'<Tje + SmP'Vy 4- S/»P"',r*) 

c?* dy d* 

= SmcTarrf — •+• Smïyd^f +Sm*zd™ % 
dt dt df 

1 

ou en supposant c?J constant, et divisant par 
cette constante , 

14 
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S m ( V'fx 4- P"ty + F"fz) 

». 

On peut encore arriver aux mêmes résultats , 
en envisageant la chose un peu différemment , 
comme il suit. 

Les forces exercées par chacun des corps d'un 
système , sont en général de deux sortes , savoir 
la force motrice et la force d'inertie. Si Ton dé- 
compose chacune des premières mP en trois 
autres /wP', mP" 9 wP"' parallèles à trois axes 

dV 

donnés , et de même chacune des autres — rn-j— 

dt 

dV dV" dV" 

en trois autres — m— — , — , j— : 

dt 9 dt 9 dt 9 

respectivement parallèles aux mêmes axes , on 
pourra appliquer à ce système général de forces le 
principe des vitesses virtuelles , en prenant sur la 
direction de chacun d'elles un point fixe; et éga- 
lant ensuite à o la somme des produits de cha- 
cune d'elles par la variation de cette distance. 

De plus , comme ces points fixes sont abitrai- 
res, nous pouvons les prendre tous dans les trois 
plans fixes même qui contiennent les axes aux- 
quels on rapporte ce mouvement. Ainsi cha- 
cune de celles de ces forces qui sont dirigées 
dans le sens des*, sera censée appliquée, au point 
où sa direction traverse le plan fixe des y et*À 
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ainsi des autres. Donc par le principe des vitesses 
virtuelles , nous aurons 

8m(P'*x + PVjr + P'Vz) 

Ce qui revient au même que ci-dessus. 

Dans le cas d'équilibre , cette équation se ré- 
duit évidemment à 

S/71 (P^x 4- p"jy + P^Z) = O. 

2 35. J'appellerai position fictive du point m, 
celle où il se trouveroit , si au lieu de parcourir 
dx , dy, dz respectivement dans le sens de x , 
y , z, ilparcouroit fx , £y , fz, et je nommerai 
la distance de sa position réelle à sa position fic- 
tive, la variante de ce même point. Cette variante 

sera par conséquent Vïx* Jy m + fz% tandis 
que l'élément de la courbe réellement décrite, 

est V dx 9 + dy* + dz\ ' 

» * ■ . 

256. Cela posé, concevons que le système 
parte d'une position donnée que je désigne par (À) 
pour arriver à une autre position donnée dési- 
gnéepar (B). Supposons maintenant qu'il vienne 
à dévier infiniment peu de cette route , et qu'il 
passe dans sa route nouvelle par la position que 
j'ai appelée ci-dessus sa position fictive. Les «far, 
ty> f*9 qui répondront à cette position, seront 
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alors ce que dans le calcul des variations on 
nomme les variations de x , y , Quant à la va- 
riation H de la courbe , il faut bien la distin- 
guer de ce que nous avons nom mé ci-dessus la 

variante ; cette variante étant + 
tandis que la variation la est <T/V dx % + dy* + 
ce qui est fort différent. Et si Ton nomme cette 
variante /'* , il est clair (1 18) qu'on aura 

dsf's cos. dtl's = dx*s + c^ty + dz * z > ou 
W* cos.vVs = VV* + Wjr + V"**, 
et pareillement , 

* p#"j cos. PV« = P'** + PVjr + P"**. . 

a37« Si l'on suppose que p soit la distance du 
corps m à un point fixe quelconque pris sur la 
direction delà force P ; de sorte qu'il puisse être 
regardé comme tirant ce point fixe. Que dp soit 
par conséquent la quantité dont il s'éloigne de ce 
point fixe, et fp celle dont il s'en éloigneroit, 
si m parcouroit <T* , ty, ïs dans le sens des *, 
y, z, au lieu de parcourir dx , dy 9 dz ; il est 
évident (1 1 ) qu'on aura 

V'dx 4- PVy + Vdx = — Tfdp 

Donc les formules précédentes (z35) peuvent 
prendre les formes qui suivent, 
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stSmPdp + S/*rf.V'=o. 

2 58. Dans ces équations, on regarde P comme 
une force unique agissant sur m , ou comme la 
résultante de toutes celles qui lui sont appli- 
quées; et comme Pdp , P<f/> sont les momens 
d'activité consommés par la force motrice P , et 
que le moment d'activité consommé par la résul- 
tante de plusieurs autres est égal à la somme des 
momens d'activité consommés par toutes ces for- 
ces (27, 63) , il suit que si au lieu d'une seule 
force mP , on en suppose plusieurs wP, *raQ, 
iwR , &c. sur les directions desquelles soient 
pris des points fixes éloignés de m des quantités 
p, q, r, &c. on aura ces deux équations , 

2 Sm (Pdp + Qdç + Rdr+ &c.) + Smd. V = o. 
Sm (PJp + Q<Ty + R<Tr &c.) 

23g. Le dernier membre des formules (N" ), 
(N ,T ) trouvées (a54 et a38) , est susceptible 
d'une transformation remarquable ; car si l'on 
différencie la quantité dx£x+dy$y+ dzfz, on 
aura 

» - 

d(d *lx + dySy + dzfz)=(d'xi'x+dyty + d , zS'z) 

+ i?(dx' + dy+dz'), 
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ou en transposant et divisant par dt* 9 
d*x£x + d % yty j- d fl z<Tz d{ dxïx 4- d yty + dzïz} 
dT ~~ d? 

a dt % J 
ou à cause de cte 1 «4- dy % 4- </z* = ds% 
d'x fc dV h tf 9 z 

d{dxfx +dyty 4- c^z) «^s* 

~~ rf? 7dF* 

d*x d*v 
Substituantdonccette valeur de — (T* + "^T^/ 

d'z 

+ — - eTz dans le dernier membre des formules 
df 

(N"'), (N IV ), elles deviendront 

dxfx 4- dyty + âzïz fSmds* 

= dSm > d? 7dF~ {n ) 

Sm(Pty + 4- Rdr 4- &c.) 
dxfx + dyty + dzfz fSmds* , 

+dSm ~d? ïdT=°'^ 

Il faut se rappeler (258) que dans la première 
de ces deux formules, la force motrice roP est 
supposée la résultante de toutes les forces motri- 
ces qui agissent sur m; au lieu que dans la se- 
conde , ces forces motrices partielles sont expri- 
mées par mP , mQ , roR, &c. 
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240. Multiplions par dt l'équation et 
intégrons par rapport à d, pour avoir l'état de 
mouvement du système au bout d'un temps quel- 
conque , nous aurons 

fdtSm(F*x + V'*y 4- P"'^) 

_ dxfx+dyfy + dzfz ff&mds* 

= Sm \ — —3 — +const. 

dt idt 

Si nous supposons que la position du système 
au premier instant soit donnée , on aura pour ce 
premier instant , £x = o , <Ty = o , £z = o. 
Donc la constante sera o. 

Si nous supposons de plus que la position du 
système au dernier instant soit aussi donnée , on 
aura de même pour ce dernier instant fx = o, 

= o , «Tz = o ; ce qui réduira le premier ternie 
du second membre à zéro. 

; 'i 

♦ * 

24 1 . Donc si l'on suppose que la position du 
système soit donnée au premier instant et au der- 
nier , la formule se réduira , en multipliant par 
dt,k 

dtfdtSmÇP'fx + V'ty+V"'fzj+ *ifSmds*= o (n% 
ou dtfdt8m(P'ïx+P'ty + P # '*e) +/Smdsc&s=:o; 

ou en divisant par dt supposé constant , et obser- 
vant que ds = V dt y on aura 
fdt S m (P'<r* + P"jy + P'"^) +f& mVdSs = o. 
Cette dernière formule revient à celle que pro- 
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pose Condorcet ( Problème des trois corps) 
comme principe fondamental $ il est exact, 
comme Ton voit; mais il suppose, conformément 
à ce qui vient d'être dit , que les points extrêmes 
delà courbe décrite soient donnés, c'est-à-dire, 
qu'on ait au premier instant et au dernier, 

fx ss o , ly = o , <Tz = o. 

â4a. Mettons dans la formule (/T) que nous 
venons de trouver à la place de ds % ^ sa valeur 
dx* + dy* + dz*y et exécutons l'opération indi- 
quée dans le dernier membre de cette équation 
par le signe / ; la formule deviendra 

dtfdt$m(V'ïx + P"<J> + P"<Tz) 
+ fSm(dxdïx + dydïy + dzdfz) = o ; 

dx 

ou en divisant par dt } et observant que j-= V, 

ut 

9 

fdtSm(P'fx + P'jy + P'"<Tz) , . 
+ /Sm(V'^ + Vdîy + VUfs)«»o; 

ce qui suppose toujours que les points extrêmes 
de la courbe décrite par chacun des mobiles 
soient donnés. 

Dans la même hypothèse, la formule (n r ) peut 
aussi s'exprimer simplement (a36) comme il 
suit : 



ET DU MOUVEMENT. stiy 

dtfdtSmVï's cos. p'V* + <Tf/S m d$ % = o , ou 
fdtSmVÏ's cos.p'V'j +f8mVd*8 = o. 

243. Les formules (N'") , (N") , trouvées 
(334 , 538) s'appliquent visiblement d'une ma- 
nière spéciale au cas où les points fixes pris sur 
les directions des forces seroient des points atti- 
rans en raison d'une fonction quelconque des dis- 
tances. Dans cette hypothèse , s'il y a équilibre , 
ces équations se réduisent à 

Sm(Pfp + Q<Ty + Rdr + &c.) = o. 

Cette dernière formule relative à l'équilibre , 
auroit également lieu , si non-seulement les corps 
étoient attirés vers des points fixes , mais qu'ils 
s'attirassent eux-mêmes les uns les autres en dési- 
gnant alors par p , q , r, &c. les distances res- 
pectives de ces corps 6oit entre eux , soit aux 
points fixes , puisqu'alors en considérant ces 
corps deux à deux , ils devront s'éloigner l'un 
de l'autre, des quantités /p, fç, «Tr, &c. En 
concevant donc un point fixe pris à volonté 
sur la direction de leur attraction mutuelle , et 
supposant que ces forces d'attraction qui entre ces 
deux corps doivent être égales, à cause de l'éga- 
lité qui a toujours lieu entre l'action et la réac- 
tion , soient exprimées par h ; que la distance 
de l'un des mobiles au point fixe 6oit p\ et celle 
de l'autre p\ en aura pour la somme des mo- 
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mens d'activité qu'ils consomment en s'éloignant 
de la quantité *p , &(ïp'+*p*) ou hïp. Mais la 
somme des quantités k{fp •+- £p") est zéro ; donc 
la somme des quantités h sera aussi zéro. 

Puisque les forces motrices sont , par hypo- 
thèse , des forces d'attraction assujéties à des lois 
régulières ; en raison des fonctions des distances, 
il suit que S m (F dp + Qdq + Rdr + &c.) est 
susceptible d'une intégrale exacte. Soit n cette 
intégrale ; nous aurons donc 

S 771 (Pfp + Qfç + RJV + &c.) = Ma- 
done puisque le premier membre de cette équa- 
tion vient d'être trouvé égal à zéro j le second 
Test aussi. Donc on a <fn = o ; c'est-à-dire , que 
n est toujours un minimum ou un maximum 
dans le cas d'équilibre. C'est ce principe qu'on 
a nommé loi du repos (218), et qui n'est, à 
proprement parler, comme on le voit, que le 
principe dés vitesses virtuelles. 

244. Dans la même hypothèse , que les for- 
ces motrices sont toutes des forces d'attraction ou 
de répulsion proportionnelles à des fonctions 
quelconques des distances , on trouve aussi pour 
le cas du mouvement une formule remarquable ; 
en ce qu'elle est indépendante des forces mo- 
trices, i 

En effet , nous avons vu (ao5) qu'alors le mo- 
ment d'activité consommé par les forces motri- 
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ces pour faire passer le système d'une position 
donnée à une autre position donnée, est toujours 
la même, quelle que soit la route tenue par cha- 
cun des corps. Donc le moment d'activité con- 
sommé par le système pour passer de la position 
donnée (A) (a56) à sa position actuelle, diffère 
de celle qu'il faudroit consommer pour le faire 
arriver à sa position fictive, d'une quantité égale 
à celui qu'il faudroit consommer pour le faire 
passer directement de sa position actuelle à sa 
position fictive. C'est-à-dire , 

Sm(P'fx + F'fy + P"Jz). 

D'un autre côté, le moment d'activité consommé 
pour faire passer le système de sa position (A) à 
sa position actuelle est égal à la moitié de l'aug- 
mentation des forces vives de la première posi- 
tion à la seconde , et celui qu'il faudroit consom- 
mer pour le faire passer à sa position fictive est 
pareillement la moitié de l'augmentation des 
forces vives qui auroit lieu si le système s'y ren- 
doit en partant de sa position donnée (A), au lieu 
de se rendre à sa position réelle. Donc la diffé- 
rence de ces deux mômens d'activité est égal à la 
variation SmVfV, de la force vive. Donc on a 

SmVfV = Sm(P'^ + P"ty + P'"<Tz). 

Cette formule auroit visiblement lieu également , 
quand même le système partiroit d'une autre 
position (A') que celle donnée (A) , pourvu que la 



- 
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somme des forces vives fût la même dans les deux 
positions (A) , (A'), puisqu'aiors le moment d'ac- 
tivité à consommer pour aller de (A) à (A') qui 
est toujours exprimée par la moitié de la diffé- 
rence des forces vives dans les deux positions , 
seroit alors zéro. 

Supposant donc qu'en effet cette somme de 
forces vives soit donnée au premier instant, et 
mettant pour le second membre de l'équation 
que nous venons de trouver d'après cette hypo- 
thèse , sa valeur tirée de l'équation (ri") trouvée 
ci-dessus (239) , nous aurons 

dt % 

Multipliant tout par dt, observant que Ydt =* cfe, 
transposant le dernier terme dans le premier 
membre 3 et réduisant, on aura 

ÏSmVds = dSm 3-- .... (P) 

at 

Equation absolument indépendante des forces 
motrices. 

245. Si l'on intègre cette équation par rap- 
port à d, pour avoir l'état de mouvement au 

bout d'un temps quelconque , on aura 

« 

rc rxr j o d*tx -+• dyty + dzïz , 

fSm/Vds = Sm =~ + const. 

ai 



r 
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Si l'on suppose comme ci-dessus 0*4 1) que la 
position du système au premier instant est don- 
née , on aura pour ce premier instant , fx = o , 
Sy = o , fz = o j donc la constante sera zéro. 

Si Ton suppose de plus que la dernière posi- 
tion du système soit aussi donnée , on aura de 
même pour cette dernière position , <Tx = o , 
ly = o , <Tz = o; donc le second membre de 
l'équation s'évanouira; donc il restera simple- 
ment <TS m fVds = o . . . (Q) c'est-à-dire , que la 
quantité SmfWds sera un minimum ou un 
maximum. 

C'est dans cette formule que consiste le fameux 
principe de la moindre action , lorsque le mou- 
vement change par degrés insensibles. Voici l'é- 
noncé de ce principe tel qu'il est donné par La- 
grange dans sa Mécanique. 

Dans le mouvement d'un système quelconque 
de corps animés par des forces mutuelles d'at- 
traction , ou tendantes à des centres fixes , et 
proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances ; les courbes décrites par les dif- 
férens corps et leurs vitesses , sont nécessaire* 
ment telles , que la somme des produits de cha- 
que masse par l'intégrale de la vitesse multi- 
pliée par l'élément de la courbe , est un maxi- 
mum ou un minimum , pourvu qu'on regarde 
les premiers et les derniers points de chaque 
courbe comme donnés. 
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La quantité Sm/Vds , qui est un minimum , 
est la même chose que S m J Y'dt ou f dtSmV*- 9 
donc cette quantité augmente à chaque instant 
dt y de la quantité dt S /wV% qui n'est autre chose 
que la force vive totale du système multiplié© 
par cet instant, c'est-à-dire , que la quantité qui 
se trouve minimum est l'accumulation des pro- 
duits de la force vive qui a lieu à chaque instant 
par la durée de ce même instant 

Or(2oi) S/nV* = a//7iVP^< cos. V P, et par 

conséquent, dtSmV=z adtfmVPdt cos.V^P , 
c'est-à-dire, que cette quantité dtSmY* dont 
l'intégrale est un minimum , n'est autre chose 
(64) que le double de la quantité d'action dépen- 
sée pendant dt par toutes les forces motrices , 
pour mettre le système en mouvement. Donc la 
quantité f dtSmV* qui est minimum, est la 

même chose que zfdtSmVï* dt cos.P Vjc'est- 
à-dire, deux fois la quantité d'action dépensée 
par toutes les forces motrices du système , pour 
opérer son passage d'une position donnée à une 
autre position donnée. De-là vient le nom de prin- 
cipe de la moindre action donnée à la formule 
trouvée ci-dessus. C'est donc cette dépense de 
quantité d'action que semble économiser la na- 
ture dans les changemens qu'elle produit , et 
c'est par cette considération que plusieurs Sa- 
vans ont cru qu'on pouvoit regarderie principe 
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dont il s'agit comme un résultat des causes finales. 

Nous avons vu (200) que lorsque le système 
passe par la position de l'équilibre , on a à ce mo- 

ment SmVPdt cos.T? V = o, et par consé- 
quent, en multipliant par dt , 

dtSmVFdt cos.p'V = 0; 

c'est-à-dire , que la quantité d'action dépensée 
par toutes les forces du système pendant l'ins- 
tant où le système passe par la position de l'équi- 
libre , est égale à zéro. Ainsi cette même quan- 
tité qui est zéro dans le cas de l'équilibre , devient 
un moindre dans le cas du mouvement. 

246. On peut tirer de la formule (P) (244) 
d'autres conséquences intéressantes ; en effet, ds" 1 
étant la même chose que dx i + df % i-dz % , il est 
clair d'abord que cette formule peut s'écrire 
ainsi , . , 

?Sm(V'dx + Vdy + V"'dz) 
= dSm(\'fx + V"*y + V'J». (P') 

formule dans laquelle les caractéristiques d et £ 
jouent absolument le même rôle. 

247. Exécutons les opérations indiquées, nous 
aurons 

Sm( i*dV'+VWx+tydV- 0 +V"dty+tzdV"+V m, d**) \ 
mais comme par les principes du calcul des 
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« 

variations on peut intervertir l'ordre des caracté- 
ristiques d y <P , il est clair que les 2 e , 4 e et 6* ter- 
mes du premier membre détruisent les a e , 4 e et 
6 e termes du second respectivement. Donc la for- 
mule se réduit à 

■ 

Sm ( îx dV + tydV 9 + *z dV"') 
= Sm{dxW + dyiV + dztVy. (P") 

On voit que dans cette formule, les caractéristi- 
ques d, <T, jouent encore le même rôle. 

a48. Si à cette formule, nous ajoutons l'é- 
quation identique 

Sm(xdW+ydW + zdlV) 
= Sm^c/V' + jrMV* + sMV), 

nous aurons 

Afadv' + + (jyrfv* + jrJvrrK 
\+ ( + zdm" ) ) ~ 

Sm U(^V"+*WV^) > 0tt 

où les caractéristiques d et <T sont encore em- 
ployées de la même manière. 

249. Si l'on intègre cette dernière formule 
par rapport à d , pour avoir l'état du mouve- 
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ment au bout d'un temps quelconque, nous 
aurons 

£Smf(xdY + y dV" + zdV") 
= S m (x «T V ! +y <T V" + z <T V" ) + const 

Mais si Ton suppose que les vitesses de chaque 
mobile soient données au premier instant, c'est- 
à dire , qu'on ait à ce premier instant ^V' = o, 
<T V" = o , <ry /y ' = o, la constante sera o. Et si 
l'on suppose pareillement que les vitesses au der- 
nier instant soient aussi données, le second mem- 
bre s'évanouira. Donc l'équation se réduira à 

ÏSmf(xdX' + y dV° + z iV'l ) = o. . . (S) 

c'est-à-dire , que la quantité 

Smf(*dV + ydV -f zdV') 

sera un minimum ou un maximum. 

25o. En mettant dans cette équation , pour 

dx dy dz 

dV 9 dV% dy 1 " leurs valeurs d— ,d^ 9 'd—, 
elle deviendra , à cause de dt constant , f 

J dt ==0, 

Intégrant par parties , elle deviendra 

xdx -{-ycfy + zdz\_^ m fdx' + dy' + dz' 



dt y J dt 

ou 

SSm(xV'+y V*+ «V*) — SSmfVds = o, 

i5 
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Nommons R le rayon vecteur de m , il est clair 

(218) que le premier terme de l'équation précé- 

/s 

dente deviendra «TS/raRV cos.R V$ donc l'é- 
quation deviendra, . 

*Sm(RV cos.R A V — fVds) = o. 

Ainsi dans le cas où Ton suppose la vitesse de 
chaque mobile donnée au premier instant et au 
dernier , la quantité qui est un maximum ou un 
minimum , n'est pas Sm/Yds , comme lorsque 
ce sont les points extrêmes qui sont donnés , mais 

• * 

Sm(RV cos. rV — /Vds), 

R exprimant la distance de m à l'origine des coor- 
données. Mais comme on est maître de prendre 
où l'on veut l'origine des coordonnées, la quan- 
tité précédente est un maximum ou un mini- 
mum , à l'égard de tout point quelconque pris à 
volonté dans l'espace. 

\ 

20 1 . Nous avons trouvé (a45) pour le cas où 
la somme des forces vives initiales est donnée , 
sans que d'ailleurs la vitesse de chaque mobile en 
particulier ni sa position le soient ; la formule 

, , ,0 dxfx + dvfy + dzfz 
JSmYds .== dSm — 

« dSm ( V>* + Y'ty + V"«T*). 

îffais (a36) le dernier membre de cette équation: 
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est dS ^(V^'s.cos. V <T s). Donc nous avons 
dans cette hypothèse 

fSmYds = dSmÇVf's.cos.V^f's). 

Je ne pousserai pas plus loin ces détails , qui 
deviennent étrangers à mon objet. 

Considérations sur l'application des forces 
mouvantes aux machines. 
\ 

262. Les machines en général sont les corps 
qu'on interpose entre deux ou plusieurs puis-* 
sances , pour transmettre l'action de l'une à l'au- 
tre , suivant telles ou telles conditions , d'après 
l'objet qu'on a à remplir. 

Les machines proprement dites sont ceux de 
ces corps intermédiaires que l'on considère 
comme dépouillés de leur masse , soit que cette 
masse soit en effet très-petite à l'égard des forces 
qui lui sont appliquées , soit que l'on considère 
les forces motrices et d'inertie propres à cette 
masse , comme de nouvelles forces qui lui sont 
extérieurement appliquées , et dont on tient 
compte dans le calcul comme de toutes les autres. 

Cette abstraction a été imaginée pour simpli- 
fier la recherche du rapport particulier qui existe 
entre les forces qui sont en effet extérieurement 
appliquées à la machine dont la figure peut être 
plus ou moins compliquée. 
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Mais quelle que soit cette complication des 
machines , il est aisé de sentir qu'on peut tou- 
jours les considérer comme l'assemblage d'une 
multitude de corpuscules séparés par des fils ou 
des verges au moyen desquels l'action se trans- 
met de proche en proche , d'une puissance à l'au- 
tre : ainsi toute machine peut se ramener à la ma- 
chine funiculaire ou au levier, et même à l'une 
seulement de ces deux machines ; mais on a cou- 
tume d'appeler simples , non seulement ces pre- 
mières, mais encore la poulie , le treuil, le plan 
incliné , la vis et le coin. Mon intention n'est pas 
de rechercher les propriétés particulières à cha- 
cune d'elles , ce qui est comme je l'ai déjà obser- 
vé, l'objet des traités suivis de mécanique ; mais 
d'offrir quelques considérations sur celles de ces 
propriétés qui sont communes à toutes les ma- 
chines. 

Suivant qu'une machine est en équilibre ou en 
mouvement, les forces qui lui sont appliquées pro- 
duisent deux sortes d'effets de natures fort dif- 
férentes j parce que dans les machines en mouve- 
ment , il entre une considération de plus à avoir 
que dans les machines en repos $ savoir , la vitesse 
du point d'application de chacune de ces forces. 
Dans le cas d'équilibre , on n'a à considérer que 
l'intensité de ces forces ; mais dans celui du mou- 
vement , il faut de plus avoir égard au chemin 
que chacune a à parcourir. Ainsi 7 par exemple, 
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une force telle que celle d'un homme qui exerce 
son action sur un poids par le moyen d'un treuil, 
produit deux effets de natures différentes suivant 
qu'elle a seulement à le soutenir, ou qu'elle a à 
l'élever à telle ou telle hauteur. 

Cependant ces deux effets doivent être et sont 
réellement liés d'une manière intime , car l'un 
n'est qu'un cas particulier de l'autre ; le cas d'é- 
quilibre n'est autre chose que celui du mouve- 
ment , lorsque la vitesse se réduit à o , c'est-à-dire , 
qu'il en est proprement la limite. Aussi dans le 
cas de mouvement comme dans celui d'équili- 
bre, les deux forces sont toujours en raison ré- 
ciproque de leurs vitesses respectives, estimées 
dans le sens de ces forces (219) $ mais dans le cas 
de mouvement , c'est des vitesses réelles qu'il 
s'agit , au lieu que dans le cas d'équilibre, c'est 
seulement des vitesses virtuelles , c'est-à-dire , 
des vitesses infiniment petites que prendroient 
ces puissances si l'une venoit à l'emporter , et à 
faire naître ce petit mouvement. 

255. Cette propriété fondamentale , et en 
quelque sorte commune aux deux cas , fait en 
même temps connoître ce qui cependant les dis- 
tingue et les caractérise. Car il en résulte, qu'une 
force très-petite peut bien soutenir en équilibre 
un poids très-considérable, mais que s'il s'agit de 
l'élever à une hauteur donnée comme d'un mètre, 
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il faudra que la puissance descende d'un nombre 
de mètres d'autant plus grand , qu'elle sera elle- 
même plus petite par rapport au poids. Si par 
exemple cette puissance ou force mouvante n'est 
que la centième partie du poids, elle pourra 
bien le soutenir au moyen du treuil ci-dessus ; 
mais si elle veut le mouvoir, il faudra qu'elle 
descende de cent mètres pour faire monter le 
poids d'un seul mètre. 

Et comme il est nature H'évaluer l'effet d'une 
puissance appliquée à une machine en repos , par 
le poids qu'elle soutient ; et celui d'une puissance 
appliquée à une machine en mouvement , non- 
seulement par ce poids en lui-même , mais en- 
core par la hauteur à laquelle on l'élève, on voit 
qu'il en résulte deux effets de natures très-diffé- 
rentes. Que dans le cas d'équilibre, la machine 
peut centupler l'effet de la force, tandis que dans 
la machine en mouvement, celui d'une puis- 
sance capable d'une certaine intensité donnée et 
d'une vitesse aussi donnée , est invariable , c'est- 
à-dire toujours le même quelle que soit la forme 
de la machine, et toujours égal au produit de 
cette force par le chemin qu'elle parcourt , esti- 
mé dans le sens de cette force. 

254. Comme on est maître de ses définitions , 
on peut donner le nom d'effet d'une puissance à 
autre chose que ce que nous venons de désigner 
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ainsi. Mais en se conformant autant que possible 

■ 

aux acceptions reçues dans la pratique des arts , 
il semble qu'on ne puisse guère entendre par 
Tenet d'une puissance en équilibre autre chose 
que le poids qu'elle soutient : que pour évaluer 
celui d'une puissance en mouvement, il faut 
au contraire , non-seulement avoir égard à la 
masse élevée , mais encore à la hauteur à laquelle 
on l'élève. Car un cheval , par exemple , est censé 
deux fois aussi fort qu'un autre , lorsqu'il élève 
la même quantité d'eau à une hauteur double 
dans le même temps, ou une quantité d'eau dou- 
ble à la même hauteur : c'est-à-dire , que sa force 
est censée en raison composée du poids qu'il élève 
dans un temps donné , et de la hauteur à laquelle 
il l'élève 5 et c'est ainsi également qu'on évalue 
le travail des ouvriers et qu'on paye leurs sa- 
laires. 

a55 . De là est né ce grand principe , que dans 
toute machine en mouvement, on perd toujours 
en temps ou en vitesse ce qu'on gagne en force» 

Pour bien saisir le sens de ce principe fonda- 
mental , considérons un effet quelconque à pro- 
duire, par une machine en mouvement, par 
exemple, un poids donné P à élever à une hauteur 
donnée H $ effet qui sera par conséquent d'après 
ce qu'on vient de dire, représenté par PU 

Soit F la force employée à produire cet effet , 
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V sa vitesse estimée dans le sens de cette force, T 
le temps pendant lequel s'exécute l'opération ; 
et supposons , pour plus de simplicité , que le 
mouvement soit uniforme. Je dis que quelle que 
soit la machine employée pour produire cet 
effet, on aura toujours F VT = PH. 

En effet, nous avons vu (a 24) que dans tdut 
système dont ce mouvement change par degrés 
insensibles, le moment d'activité produit dans 
un temps donné par toutes les forces sollicitantes , 
est constamment égal au moment d'activité ab- 
sorbé en même temps par toutes les forces résis- 
tantes. 

Or ici quelles sont les forces sollicitantes et 
les forces résistantes ? Il est clair qu'il n'y en a 
qu'une de chaque espèce ; que F est la force sol- 
licitante et P la force résistante. 11 y a bien , à la 
vérité , une autre force résistante qui est la force 

cZV' 

d'i nertie exprimée par//»— (99) , m exprimant 

la masse de chacun des corpuscules du système 
tant du poids P et de la force F qui est toujours 
résidente dans un corps , que de la machine elle- 
même. , qui est aussi toujours matérielle ; mais 
nous faisons,quant à présent, abstraction de cette 
force d'inertie, parce que le mouvement étant 
supposé uniforme, on ac?V'= o. Nous n'avons 
donc à rechercher que les momens d'activité de 
ces deux dernières forces F et P, lesquels doivent , 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. 2j3 

être égaux , par la proposition citée. Mais (62) le 
moment d'activité d'une force est le produit de 
cette force par le chemin qu'elle décrit , estimé 
dan6 le sens de cette force : donc puisque le mou- 
vement est supposé uniforme , et que V est la 
vitesse de F estimée dans le sens de cette force , 
VT sera le chemin qu'elle décrira dans ce sens , 
et par conséquent , F VT sera le moment d'acti- 
vité produit par cette force pendant le temps T. 
Pareillement il est clair que PH sera le moment 
d'activité absorbé par P ; donc nous avons en 
effet FVT=PH; et cette équation a lieu , 
quelle que puisse être la forme de la machine. 

256. Par la même raison , si en employant 
soit la même machine , soit une autre , on vou- 
loit produire le même effet PH, au moyen d'une 
autre force jf, mue avec une vitesse qui estimée 
dans le sens de/*, seroit u , pendant un temps t, 
on auroit pareillement/*/ £ = PH. 

Donc pour produire l'effet PH , il faut tou- 
jours que le moment d'activité de la force em- 
ployée F ouf, se trouve égal à cet effet , et que 
l'on aitF.V.T=/.w.f. 

Si donc, par exemple, on veut que/* ne soit 
que moitié de F, c'est-à-dire, si l'on veut élever 
le même poids P à la même hauteur H , en em- 
ployant une force sous-double, il faudra, ou que 
u devienne double de V , ou que t devienne 
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double de T, ou enfin qu'en général ut devienne 
double de VT. 

257. On voit par l'équation FVT = PII, 
trouvée (261), qu'il est inutile de connoître la 
figure d'une machine , pour savoir quel effet peut 
produire une puissance qiii lui est appliquée y 
lorsqu'on connoît celui qu'elle pourroit produire 
sans machine. Supposons , par exemple , qu'un 
homme soit capable d'exercer un effort continuel 
de 13 kilogrammes en se mouvant continuelle- 
ment lui-même avec une vitesse d'un mètre par 
seconde. Cela posé, lorsqu'on l'appliquera à une 
machine, le moment d'activité FVT que con- 
sommera cet homme pendant le temps T, sera 
I2 kil -, i»' 1 - T; c'est-à-dire, qu'on aura 

FVT= ia kil i ,H<l Tj 
donc à cause de F VT = PH , on aura 

PH = ia ka i mèt T, 
quelle que puisse être la machine. Donc l'effet 
PH est absolument indépendant de la figure de 
cette machine, et ne peut jamais surpasser celui 
que la puissance est en état de produire naturel- 
lement et sans machine. On ne peut en inventer 
aucune par laquelle il soit possible avec le même 
travail , c'est-à-dire , la même force et la même 
vitesse employées pendant le même temps, d'é- 
lever le poids donné P à une plus grande hau- 
teur que H j ou un poids plus grand à la même 
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hauteur , ou enfin le même poids à la même hau- 
teur, dans un temps plus court. 

258. L'avantage que procurent les machines , 
n'est donc pas de produire de grands effets avec 
de petits moyens, mais de donner à choisir entre 
différens moyens qu'on peut appeler égaux , celui 
qui convient le mieux à la circonstance présente. 
Pour forcer un poids P à monter à une hauteur 
proposée , un ressort à se fermer d'une quantité 
donnée , un corps à prendre par degrés insensi- 
bles un mouvement donné , ou enfin tel autre 
agent que ce soit , à absorber un moment quel- 
conque donné d'activité , il faut que les forces 
mouvantes qui y sont destinées, consomment 
elles-mêmes un moment d'activité égal au pre- 
mier 5 aucune machine ne peut en dispenser. 
Mais comme ce moment résulte de plusieurs ter- 
mes ou facteurs , on peut les faire varier à vo- 
lonté , en diminuant la force aux dépens du 
temps , ou la vitesse aux dépens de la force ; ou 
bien , en employant deux ou plusieurs forces au 
lieu d'une ; ce qui donne une infinité de ressour- 
ces pour produire le momentd'activité nécessaire. 
Mais quoi qu'on fasse , il faut toujours que ces 
moyens soient égaux, c'est-à-dire que le moment 
d'activité consommé par les forces sollicitantes , 
soit égal à l'effet ou moment absorbé en même 
temps par les forces résistantes. 
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25g. Ces réflexions paroissent suffisantes pour 
désabuser ceux qui croient qu'avec des machines 
chargées de leviers arrangés mystérieusement , 
on pourroit mettre un agent , si foible qu'il fût , 
en état de produire les plus grands effets : Ter- 
reur vient de ce qu'on se persuade qu'il est possi- 
ble d'appliquer aux machines en mouvement, ce 
qui n'est vrai que pour le cas d'équilibre; de ce 
qu'une petite puissance , par exemple , peut tenir 
en équilibre un très-grand poids , beaucoup de 
personnes croient qu'elle pourroit de même éle- 
ver ce poids aussi vite qu'on voudroit ; or, c'est 
une erreur très-grande , parce que , pour y réus- 
sir, il faudroit que l'agent se procurât à lui-même 
une vitesse au-dessus de ses facultés , ou qui du 
moins lui feroit perdre une partie d'autant plus 
grande de son effort sur la machine, qu'il seroit 
obligé de se mouvoir plus vite. Voilà pourquoi 
l'effet des machines en mouvement, est toujours 
tellement limité , qu'il ne peut jamais surpasser 
le moment d'activité consommé par l'agent qui le 
produit. 

260. C'est sans doute faute de faire une atten- 
tion suffisante à ces différens effets d'une même 
machine considérée tantôt en repos Ôi tantôt 
en mouvement , que des personnes auxquelles la 
saine théorie n'est point inconnue, s'abandon- 
nent quelquefois aux idées les plus chimériques, 
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tandis qu'on voit de simples ouvriers , faire va- 
loir, par une espèce d'instinct, les propriétés 
réelles des machines, et juger très-bien de leurs 
effets, sfrchimède ne demandoit qu'un levier et 
un point fixe pour soulever le globe de la terre ; 
comment donc se peut-il faire, dit-on, qu'un 
homme aussi fort qu' \A rchimède , ne puisse 
pas, quand même il seroit muni de la plus belle 
machine du monde , élever un poids de cent 
livres en une heure de temps , à une hauteur mé- 
diocre donnée? C'est que l'effet d'une machine 
en repos, et celui d'une machine en mouvement, 
sont deux choses fort différentes , et en quelque 
sorte hétérogènes. Dans le premier cas , il s'agit 
de détruire , d'empêcher le mouvement ; dans le 
second , l'objet est de le faire naître et de l'entre- 
tenir ; or il est clair que ce dernier cas exige une 
considération de plus que le premier ; savoir , la 
Vitesse réelle de chaque point du système. Mais 
on pourra sentir encore mieux la raison de cette 
, différence , par la remarque suivante. 

261. Les points fixes et obstacles quelcon- 
ques , sont des forces purement passives , qui 
peuvent absorber un mouvement, si grand qu'il 
soit , mais qui ne peuvent jamais en faire naître 
un , si petit qu'on veuille l'imaginer, dans un 
corps en repos : or , c'est improprement que 
dans le cas d'équilibre, on dit d'une petite puis- 
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sance, qu'elle en détruit une grande : ce n'est pas 
par la petite puissance que la grande est détruite ; 
c'est par la résistance des points fixes : la petite 
puissance ne détruit réellement qu'une petite 
partie de la grande, et les obstacles font le reste. 
Si ulrchimède avoit eu ce qu'il demandoit , ce 
n'est pas lui qui auroit soutenu le globe de la 
terre , c'est son point fixe ; tout son art auroit 
consisté, non à redoubler d'effort pour lutter 
contre la masse de ce globe , mais à mettre en 
opposition les deux grandes forces, l'une active , 
l'autre passive , qu'il auroit eues à sa disposition : 
si au contraire il eût été question de faire naître 
un mouvement effectif, alors rchimède auroit 
été obligé de le tirer tout entier de son propre 
fonds ; aussi n'auroit-ii pu être que très-petit , 
même après plusieurs années : n'attribuons donc 
point aux forces actives, ce qui n'est dû qu'à la 
résistance des obstacles , et l'effet ne paroîtra pas 
plus disproportionné à la cause dans les machi- 
nes en repos, que dans les machines en mouve- 
ment. 

262. Quel est donc enfin le véritable objet 
des machines en mouvement? Nous l'avons déjà 
dit, c'est de procurer la faculté de faire varier à 
volonté les termes de la quantité FVT, ou 
momentum d'activité, qui doit être consommé 
par les forces mouvantes. Si le temps est précieux , 



Digitized by 



ET DU MOUVEMENT. irôg 
que l'effet doive être produit dans un temps très- 
court, et qu'on n'ait cependant qu'une force capa- 
ble de peu de vitesse mais d'un grand effort , on 
pourra trouver une machine pour suppléer la 
vitesse nécessaire par'l'intensité de la force : si au 
contraire on n'a qu'une foible puissance à sa dis- 
position , mais capable d'une grande vitesse , on 
pourra imaginer une machine avec laquelle l'a- 
gent sera en état de compenser par sa vitesse la 
force qui lui manque. Enfin si la puissance n'est 
capable ni d'un grand effort ni d'une grande 
vitesse , on pourra encore , avec une machine 
convenable, lui faire produire l'effet désiré, mais 
alors on ne pourra se dispenser d'employer beau- 
coup de 'temps ; parce qu'enfin on ne peut pas 
sortir de ce cercle , qu'il faut absolument que le 
produit FVT soit toujours égal à l'effet qu'on 
veut produire ; et c'est en cela précisément que 
consiste ce principe si célèbre et si important , 
que dans les machines en mouvement , on perd 
toujours en temps ou en vitesse ce qu'on gagne 
en force, 

■ . 

263. Au reste, je n'ai ici considéré que le cas 
le plus simple , celui où il n'y a.qu'une force em- 
ployée à produire l'effet proposé. S'il y en avoit 
plusieurs F, F', F", &c. dont les vitesses estimées 
dans le sens de ces forces fussent V, V, V", &c. 
et qui fussent en action pendant les durées res- 
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pectives T, T', T", &c. ce seroit la somme 

FVT + F'V'T' + F"V'T", &c 

qui se trouvèrent égale à l'effet qu'on doit pro- 
duire. 

264. Et si , de plus, le mouvement de chacune 
des puissances F, F', &c. étoit variable, ce seroit 
la quantité /{FVdi + ¥'Y dt + &c), /dési- 
gnant l'intégrale relative à la durée du mouve- 
ment qui seroit égale à l'effet qu'on doit pro- 
duire. 

■ 1 

$ 

265. Enfin il est à remarquer, que les vites- 
ses V, V, &c. représentent seulement les vitesses 
réelles des points d'application des forces F , F' 
estimées dans le sens de ces forces $ mais si Ton 
veut avoir égard à la véritable direction de ces 
forces , ce sera alors la quantité 

/{FVdt cos.F'V + F'V'dt cos.f'V + &e.) 
qui sera égale à l'effet proposé. 

266. Les machines sont donc très-utiles , non 
en augmentant l'effet dont les puissances sont 
naturellement capables , mais en modifiant cet 
effet. On ne parviendra jamais par elles , il est 
vrai, à diminuer la dépense ou consommation 
du momentum d'activité nécessaire pour pro- 
duire un effet proposé $ mais elles pourront aider 
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à faire de cette quantité une répartition conve- 
nable à l'objet qu'on a en vue : c'est par leur se- 
cours qu'on réussira, sinon à déterminer le mou- 
vement absolu de chaque partie du système, du 
moins à établir entre ces différons mouvemens 
particuliers les rapports qui conviendront le 
mieux : c'est par elles enfin qu'on donnera aux 
forces mouvantes les situations et directions les 
plus commodes, les moins fatigantes, les plus 
propres à employer leurs facultés de la manière 
la plus avantageuse. 

267. La plupart des machines sont mues par 
des agens qui ne peuvent exercer que des forces 
mortes ou de pression : tels sont les animaux, les 
ressorts, les poids , &c. ce qui fait que la machine 
change ordinairement d'état par degrés insensi- 
bles : il arrive même le plus souvent, que cette 
machine passe bien vite à l'uniformité de mou- 
vement ; en voici la raison : 

Les agens qui font mouvoir cette machine , se 
trouvant d'abord un peu au-dessus des forces ré- 
sistantes, font naître un petit mouvement qui 
s'accélère ensuite peu à peu ; mais soit que par 
une suite nécessaire de cette accélération , la force 
sollicitante diminue, soit que la résistance aug- 
mente , soit enfin qu'il survienne quelque varia- 
tion dans les directions , il arrive presque tou- 
jours que le rapport des deux forces s'approche 

16 
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de plus en plus de celui en vertu duquel elles 
pourroient se faire mutuellement équilibre : alors 
ces deux forces se détruisent, et la machine ne se 
meut plus qu'en vertu du mouvement acquis , 
lequel, à cause de l'inertie de la matière, reste 
ordinairement uniforme. 

268. Pour comprendre encore mieux com- 
ment cela doit arriver, il n'y a qu'à faire atten- 
tion au mouvement que prend un navire qui a 
le vent en poupe ; c'eat une espèce de machine 
animée par deux forces contraires qui sont l'im- 
pulsion du vent et la résistance du fluide sur 
lequel il vogue : si la première de ces deux for- 
ces , qu'on peut regarder comme sollicitante, est 
la plus grande, le mouvement du navire «Accélé- 
rera ; mais cette accélération a nécessairement 
des bornes, par deux raisons 5 car , plus le mou- 
vement du navire s'accélère , i°. plus il est sous- 
trait à l'impulsion du vent ; 2°. plus au contraire 
la résistance de l'eau augmente : par conséquent, 
ces deux forces tendent à l'égalité : lorsqu'elles y 
seront parvenues, elles se détruiront mutuelle- 
ment ; et partant , le navire sera mu comme un 
corps libre, c'est-à-dire que sa vitesse sera cons- 
tante. Si le vent venoit à baisser , la résistance de 
l'eau surpasseroit la force sollicitante; le mou- 
vement du navire se ralentiroit : mais par une 
«uite nécessaire de ce ralentissement, le vent agi- 
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roit plus efficacement sur les voiles , et la résis- 
tance de l'eau diminuèrent en même temps : ces 
deux forces tendroient donc encore à l'égalité , et 
la machine arriveroit de même à l'uniformité de 
mouvement. 

La même chose arrive lorsque les forces mou- 
vantes sont des hommes , des animaux ou autres 
agens de cette nature : dans les premiers instans, 
le moteur est un peu au-dessus de la résistance ; 
de-là naît un petit mouvement qui s'accélère peu 
à peu , par les coups répétés de la force mou- 
vante ; mais l'agent lui-même est obligé de pren- 
dre un mouvement accéléré, afin de rester atta- 
ché au corps auquel il imprime le mouvement. 
Cette accélération qu'il se procure à lui-même, 
consomme une partie de son effort ; de sorte qu'il 
agit moins efficacement sur la machine, et que le 
mouvement de celle-ci s'accélérant de moins en 
moins , finit par devenir bientôt uniforme. Par 
exemple, un homme qui pourroit faire un cer- 
tain effort dans le cas d'équilibre , en feroit un 
beaucoup moindre, si le corps auquel il est appli- 
qué lui cède , et qu'il soit obligé de le suivre pour 
agir sur lui : ce n'est pas que le travail absolu de 
cet homme soit moindre , mais c'est que son 
effort est partagé en deux , dont l'un est employé 
à mettre la masse même de l'homme en mouve- 
ment, et l'autre transmis à la machine. Or c'est 
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de ce dernier seul que l'effet se manifeste dans 

Pobjet qu'on s'est proposé. 

Je continuerai cependant de considérer les ma- 
chines sous un point de vue plus général : ainsi 
je placerai plusieurs réflexions applicables au 
mouvement varié; je supposerai seulement que 
cette variation se fait par degrés insensibles, et 
je prouverai que cela doit être en effet , lorsqu'on 
veut les employer de la manière la plus avanta- 
geuse possible. 

269. La quantité PH que nous avons consi- 
dérée ci-dessus comme l'effet à produire , est ce 
que nous avons appelé une force vive latente. 
Car ei l'on nomme M la masse du poids P , et V, 
la vitesse due à la hauteur H , on aura 

PH = ^MV. 

Il en est de même de tout autre effet produit 
par les forces mouvantes appliquées à une ma- 
chine ; on peut toujours comparer cet effet à un 
poids à élever à une certaine hauteur, et par 
conséquent à une force vive , soit réelle , soit 
latente. Ainsi , par exemple , fermer un ressort 
d'une quantité donnée , comprimer une masse 
d'air donnée au point de la réduire à occuper 
telle ou telle capacité donnée 5 réduire en farine 
une certaine quantité de blé ; traîner un chariot 
d'une charge donnée et d'un lieu donné à un 
autre , sur un chemin dont l'aspérité est donnée j 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. 245 

faire une excavation d'une étendue donnée, en 
jetant les terres dans un lieu donné ; faire un vide 
donné dans l'eau à une profondeur donnée ; faire 
naître dans un corps ou système de corps un 
certain mouvement donné, &c. sont autant d'ef- 
fets qu'on peut évaluer en forces vives. Or c'est 
par les effets de ce genre qu'on juge de ce que 
peuvent les forces mouvantes , telles que les 
hommes, les animaux, les courans d'eau, l'im- 
pulsion du vent; et voilà pourquoi plusieurs 
savans ont pensé,d'après Leibnitz.que la force des 
corps en mouvement devoit être évaluée autre- 
ment que celle des corps en repos. Ils ont pensé- 
que la force de ceux-ci étoit simplement le pro- 
duit de leur masse par leur tendance au mouve- 
ment , tandis que celle des autres devoit s'évaluer 
par le produit de leur masse et du carré de leurs 
vitesses. Il est évident , comme nous l'avons déjà» 
observé, que tout cela est arbitraire, et qu'on 
arrivera toujours aux mêmes résultats , pourvu 
qu'on raisonne toujours conformément aux défi- 
nitions qu'on se sera faites. 

• ■ 

27O. Mais quelles que soient les dénomina- 
tions qu'on aura adoptées, la considération de ce* 
que l'on appelle forces vives sera toujours 1rès-r 
importante dans la théorie des machines en mou- 
vement, puisque c'Vst elle qui doit servir à ap- 
précier le travail des hommes et des animaux , 
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jiinsi que des autres agens qu'on peut leur com-* 
parer. 

Un animal est assùjéti comme les corps inani- 
més à la loi d'inertie $ c'est-à-dire , que le système 
général des parties qui le composent , ne peut se 
donner par lui-même aucun mouvement pro- 
gressif dans quelque sens que ce soit; de manière 
que si Ton plaçoit un cheval , par exemple , sur 
un plan horizontal parfaitement uni, il lui seroit 
impossible d'imprimer le moindre mouvement à 
son centre de gravité dans quelque sens horizon- 
tal que ce fut ; cependant il a la faculté d'avan- 
cer chacun de ses membres en particulier vers le 
côté qu'il veut, et c'est ce qui le distingue des 
corps inanimés ; mais en même temps qu'il avan- 
cera un pied d'un côté , une autre partie de son 
corps reculera d'autant ; parce que dans le sys- 
tème entier de cet animal, J® principe de l'éga- 
lité entre l'action et i* «éaction a lieu comme 
dans la matière inerte : tellement que ce n'est que 
par le frottement de ses pieds contre le sol sur 
lequel il se trouvé, qu'il peut se porter en avant, 
et en imprimant à la terre elle-même sur laquelle 
il marche une quantité de mouvement égale et 
contraire à celle qu'il prend , mais inappréciable 
pour nous. 

« * • 

271. Il paroît donc qu'on peut considérer, 
quant au physique , l'animal comme un assem- 



Digitized by Google 



ET DU MOUVEMENT. 247 

blage de corpuscules séparés par des ressorts plus 
ou moins comprimés , qui par-là recèle une cer- 
taine quantité de forces vives , et que ces res- 
sorts , en se dilatant convertissent cette force vive 
latente en force vive réelle. La plus ou moins 
grande quantité de forces vives latentes, dans un 
animal , est , à proprement parler , ce qu'on 
entend par son degré de force, lorsqu'on dit que 
tel ou tel animal est plus fort que tel ou tel autre, 
et peut produire un effet double, triple, qua- 
druple, &c. 

Mais chacun de ces ressorts étant également 
pressé par ses deux extrémités, à cause de l'éga- 
lité entre l'action et la réaction , ne peut produire 
aucun mouvement progressif, ni par conséquent 
déplacer le centre de gravité du système général. 

Lorsqu'un pareil agent imprime à sa propre 
masse un mouvement quelconque, quoique la 
quantité de mouvement qui en résulte dans un 
sens quelconque soit o, la force vive ne l'est pas, 
et si cet agent est appliqué à une machine , sa 
force vive acquise se transmettra sans déperdition 
aux forces résistantes par l'entremise de cette 
machine ; car ce qu'elle consommera sera absorbé 
en entier par ces forces résistantes, et sera préci- 
sément ce que nous appelons l'eifet produit. 

* " * * * 

272. Cela suppose cependant qu'il n'arrive 
aucun choc ou changement brusque entre le* 
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parties de la machine ou les masses qui lui sont 
appliquées , ou que le mouvement change par 
degrés insensibles, autrement (178) il y auroit 
une déperdition de force vive d'autant plus 
grande , que l'intensité du choc seroit plus grande 
elle-même ; d'où suit évidemment , que pour 
obtenir des machines le plus grand effet possible, 
il est très- important qu'elles soient construites 
de manière à ce que le mouvement ne change 
jamais que par degrés insensibles. Il faut seule- 
ment en excepter celles qui par leur nature même 
sont sujettes à éprouver différentes percussions, 
comme sont la plupart des moulins. Mais dans ce 
cas-là même, il est évident qu'on doit éviter tout 
changement subit qui ne seroit pas essentiel â la 
constitution de la machine. 

275. On peut conclure de là, par exemple, 
que le moyen de faire produire le plus grand effet 
possible à une machine hydraulique, mue par un 
courant d'eau , n'est pas d'y adapter une roue 
dont }es ailes reçoivent le choc du fluide. En effet , 
deux flilsons empêchent qu'on ne produise ainsi 
le plus grand effet : la première est celle que nous 
venons de dire , savoir , qu'il est essentiel d'évi- 
ter toute percussion quelconque; la seconde est, 
qu'après le choc du fluide, il a encore une vitesse 
qui lui reste en pure perte, puisqu'on pourroit 
employer ce reste à produire encore un nouvel 
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effet qui s'ajouteroit au premier. Pour faire la 
machine hydraulique la plus parfaite , c'est-à- 
dire capable de produire le plus grand effet possi- 
ble, le vrai nœud de la difficulté consisteroit 
donc, 1°. à faire en sorte que le fluide perdît abso- 
lument tout son mouvement par son action sur 
la machine, ou que du moins il ne lui en restât 
précisément que la quantité nécessaire pour s'é- 
chapper après son action -, 2°. à ce qu'il perdît tout 
ce mouvement par degrés insensibles , et sans 
qu'il y eût aucune percussion, ni de la part du 
fluide , ni de la part des parties solides entr'elles : 
peu importcroit d'ailleurs quelle fût la forme de 
la machine, car une machine hydraulique qui 
remplira ces deux conditions, produira toujours 
le plus grand effet possible ; mais ce problème 
est très- difficile à résoudre en général , pour ne 
pas dire impossible ; peuL-éhe même que dans 
l'état physique des choses, et eu égard à la sim- 
plicité, il n'y a rien de mieux que les roues mues 
par le choc ; et dans ce cas , comme il est impos- 
sible de remplir à -la -fois les deux conditions 
désirables, que plus on voudra faire perdre au 
fluide de son mouvement pour approcher de la 
première condition , plus le choc sera fort ; que 
plus au contraire on voudra modérer le choc pour 
approcher de la seconde, moins le fluide perdra 
de son mouvement : on sent qu'il y a un milieu à 
prendre , au moyen duquel on déterminera , 
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sinon d'une manière absolue, au moins eu égard 
à la nature de la machine , celle qui sera capable 
du plus grand effet. 

274. Ceci nous conduit naturellement à cette 
question importante. Quelle est la meilleure ma- 
nière d'employer des puissances données et dont 
reflet naturel est connu , en les appliquant aux 
machines en mouvement? c'est-à-dire , quel est 
le moyen de leur faire produire le plus grand 
effet possible ? 

La solution de ce problême dépend de circons- 
tances particulières, mais on peut faire sur cela 
des observations générales et applicables à tous 
les cas. Voici celles qui paroissent les plus essen- 
tielles. 

L'effet produit est une force vire réelle ou 
latente toujours comparable au produit PII d'un 
poids P par une hauteur H j nommons q cet effet. 
. D'un autre côté, pour produire cet effet, il faut 
absolument que les forces mouvantes consom- 
ment un moment d'activité Q, qui ne peut être 
moindre que q ; ainsi premièrement , tout ce 
qu'on peut prétendre, c'est que Q ne soit pas 
plus grand que q ; c'est-à-dire, qu'il n'y ait rien 
de perdu dans le moment d'activité que doit con- 
sommer la force mouvante, ou qu'on ait juste- 
ment Q = ?. 

Mais le moment Q d'activité consommé par Ja 
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force F dans un temps T , en se mouvant avec la 
vitesse V , est , en supposant pour plus de simpli- 
cité, F et V constantes, ainsi que l'angle F V 

qu'elles comprennent ; F VT cos. F V (65) ; c'est 
donc cette quantité qui doit être un maximum. 

275. Cette quantité dépend de ses quatre fac- 
teurs F, V, T, F A V; or i°. quant à ce dernier 
facteur , c'est-à-dire , à la direction de la force à 
l'égard de sa vitesse, il est évident que cette force 
et cette vitesse doivent toutes choses égales d'ail- 
leurs , être dirigées dans le même sens ; car ce fac- 
teur ne peut jamais être plus grand que le sinus 
total , c'est-à-dire , plus grand que lorsque F et 
V se confondent. 2 0 . Quant à ce qui regarde l'in- 
tensité delà force, sa vitesse et le temps pendant 
lequel elle s'exerce , on ne doit point détermi- 
ner ces choses d'une manière absolue , mais seu- 
lement on doit mettre entre elles les rapports que 
l'expérience aura fait connoître pour les plus 
avantageux. 

276. On a reconnu , par exemple , je le sup- 
pose, qu'un homme attaché pendant huit heures 
par jour à une manivelle de i4 pouces de rayon 
peut faire continuellement un effort de $5 livres 
en faisant uu tour en deux secondes ou à-peu- 
près trois pieds par seconde. Mais si l'on forçoit 
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cet homme à aller beaucoup plus vite , croyant 
par-là avancer la besogne, on la retarderoit, 
parce qu'il ne seroit plus en état de faire un effort 
de 25 livres , on ne pourroit plus soutenir un tra- 
vail de huit heures par jour. Si , au contraire, on 
exigeoit de lui un effort continu de plus de iS 
livres , la vitesse diminueroit dans un plus grand 
rapport , ou bien ce seroit encore la durée du tra- 
vail qui deviendroit moindre, de manière que le 
moment d'activité total diminueroit. Ainsi , sui- 
vant l'expérience, pour que ce moment soit un 
maximum, il faut proportionner la machine de 
manière à conserver à la puissance la vitesse d'en- 
viron 3 pieds par seconde et ne le faire travailler 
qu'environ huit heures par jour. On sent bien 
que chaque agent a, eu égard à sa nature ou cons- 
titution physique, un maximum analogue à celui 
dont on vient de parler, et que ce maximum ne 
peut en général se trouver que par expérience. 

277. Daniel Bernouilli pense qu'on peut se 
donner à cet égard une assez grande latitude , et 
qu'on obtient toujours à-peu-près les mêmes 
résultats , soit qu'on exige de la part des moteurs 
dont nous venons de parler , un grand effort 
aux dépens de la vitesse, ou une grande vitesse 
aux dépens de l'intensité de la force ; et que de 
quelque manière qu'on les emploie , on obtiendra 
toujours d'un homme un effet équivalent à un 
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pied cube d'eau élevé à un pied de hauteur par 
seconde , en supposant un travail habituel d'en- 
viron huit heures par jour; mais des expériences 
multipliées et faites avec grand soin , ont prouvé 
qu'on ne peut adopter l'hypothèse de cet illustre 
géomètre, qu'avec bien des modifications. Cou- 
lomb a fait sur cet objet des recherches infini- 
ment précieuses. Voyez particulièrement dans 
le second volume des Mémoires de l'Institut , 
pour les sciences physiques et mathématiques , 
son mémoire intitulé : Résultat de plusieurs ex- 
périences destinées à déterminer la quantité 
d'action que les hommes peuvent fournir par 
leur travail journalier , suivant les différentes 
manières dont ils emploient leurs forces. 

On trouve encore sur toute cette matière des 
réflexions très-importantes dans la Mécanique de 
Bossut (1) et dans un Mémoire d'Euler intitulé : 
De Machinis in génère (3 e vol. des Commen- 
taires de l'Académie de Pétersbourg). 

Le cit. Molard , membre du Conservatoire des 

■ 

(i) Cet ouvrage , comme tous ceux de ce grand Géo- 
mètre , et particulièrement son Hydrodynamique , sont 
singulièrement recommandables par le soin qu'il a cons- 
tamment pris de diriger ses recherches vers des objets 
d'utilité pratique. Dans la nouvelle édition de celui dont 
il s'agit ici, sa Mécanique , on trouve un Traité sur la 
poussée des voûtes , où ce sujet important et difficile est 
développé avec autant de profondeur que de clarté. 



- 
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Arts, a imaginé un moyen nouveau , très-ingé- 
nieux , d'appliquer la force des hommes aux 
machines , en les faisant agir alternativement des 
pieds et des mains sur une espèce de grande ma- 
nivelle qui va et vient. Le grand avantage de ce 
nouveau moyen, est que les hommes y demeu- 
rent assis , ce qui les soulage beaucoup, et fait 
tourner au profit de la machine la force qu'ils 
seroient obligés d'employer à se soutenir debout. 

278. Lorsqu'on sera ainsi parvenu à faire de 
Q un maximum , il restera une autre condition 
non moins importante à remplir pour que les 
forces dont elle résulte produisent le plus grand 
effet possible ; c'est de faire en sorte que l'effet q f 
qui doit lui être égal , soit au contraire un mini- 
mum, c'est-à-dire, de faire en sorte que dans cette 
quantité q, rien ne soit superflu ou étranger à 
l'effet utile qu'on veut obtenir. C'est ce que 
Daniel Bernouilli exprime par cette maxime 
importante que, dans tout ouvrage qu'on se pro- 
pose , il faut commencer par examiner quel est 
l'effet essentiellement et nécessairement attaché 
à cet ouvrage , effet qui soit inévitable par la 
nature même de V ouvrage , et éviter ensuite , 
autant qu'il est possible , tout autre effet. 

27g. Ainsi , par exemple, ce principe exige 
qu'on évite, ainsi qu'on l'a déjà dit ci-dessus, 
tout choc ou changement brusque quelconque, 
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qui ne seroit pas essentiel à la constitution même 
de la machine , puisque toutes les fois qu'il y a 
choc, il y a déperdition de forces vives, et par 
conséquent une partie du mouvement d'activité 
inutilement absorbée. 

280. Le même principe exige qu'on ne fasse 
naître aucun mouvement étranger à l'objet qu'on 
se propose. Si mon but, par exemple, est d'élever 
à une hauteur donnée la plus grande quantité 
d'eau possible , soit avec une pompe ou autre- 
ment , je dois faire en sorte que l'eau , en arrié- 
rant dans le réservoir supérieur , n'ait précisé- 
ment qu'autant de vitesse qu'il lui en faut pour 
s'y rendre, car toute celle qu'elle auroit au-delà, 
consommeroit inutilement l'effort de la puissance 
motrice. Il est clair en effet (45) , que dans ce cas , 
cette puissance auroit à consommer un moment 
d'activité inutile , et qui seroit égal à la moitié de 
la force vive avec laquelle l'eau seroit arrivée 
dans le réservoir. 

Il n'est pas moins évident que pour faire pro- 
duire aux Machines le plus grand effet possible , 
on doit éviter ou diminuer , du moins autant que 
faire se peut , les forces passives , telles que le 
frottement , la roideur des cordes , la résistance 
de l'air , lesquelles sont toujours , dans quelque 
sens que se meuve la Machine , au nombre des 
forces que j'ai nommées résistantes. 
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2ol. On peut conclure de ce que nous venons 
de dire au sujet du frottement et autres forces 
passives , que le mouvement perpétuel est une 
chose absolument impossible, en n'employant, 
pour le produire , que des corps qui ne seroient 
sollicités par aucune force motrice , et même des 
corps pesans; car ces forces passives , auxquelles 
on ne peut se soustraire , étant toujours résistan- 
tes, il est évident que le mouvement doit se ra- 
lentir continuellement; et d'après ce que nous 
avons dit, on voit que si les corps ne sont sollicités 
par aucune force motrice , la somme des forces 
vives sera réduite à rien , c'est-à-dire que la ma- 
chine sera réduite au repos, lorsque le moment 
d'activité, absorbé par le frottement depuis le 
commencement du mouvement, sera devenu égal 
à la demi-somme des forces vives initiales ; et si 
les corps sont pesans , le mouvement finira, lors- 
que le moment d'activité absorbé par les frotte- 
mens , sera égal à la demi-somme des forces vives 
initiales , plus la moitié de la force vive qui au- 
roit lieu , si tous les points du système avoient 
une vitesse commune , égale à celle qui est due à 
la hauteur du point où étoit le centre de gravité 
dans le premier instant du mouvement, au-des- 
sus du point le plus bas où il puisse descendre. 

Il est aisé d'appliquer les mêmes raisonnemens 
au cas où il y a des ressorts, et en général, à tous 
ceux où, abstraction faite du frottement , le* 
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forces sollicitantes sont obligées, pour fairepasser 
la machine d'une position à une autre , de con- 
sommer un moment d'activité aussi grand que 
celui qui est absorbé par les forces résistantes, 
lorsque la machine revient de cette dernière 
position à la première. 

Le mouvement finiroit bien plus vite encore, 
s'il arrivoit quelque percussion , puisque la somme 
ides forces vives diminue toujours en pareil cas. 

282. Il est donc évident qu'on doit désespérer 
absolument de produire ce qu'on appelle un mou* 
vement perpétuel , s'il est vrai que toutes les for- 
ces motrices qui existent dans la nature ne soient 
autre chose que des attractions , et que cette force 
ait pour propriété générale, comme il le paroît, 
d'être toujours la même à distances égales, entre 
des corps donnés, c'est-à-dire d'être une fonction 
qui ne varie que dans le cas où la distance de Ces 
corps varie elle-même. 

283. Une observation générale qui résulte de 
tout ce qui vient d'être dit , c'est que cette espèce 
de quantité, à laquelle j'ai donné le nom de mo- 
ment d'activité, joue un très-grand rôle dans la 
théorie des machines en mouvement : car c'est 

« 

en général cette quantité qu'il faut économiser 
le plus qu'il est possible, pour tirer d'un agent 
tout l'effet dont il est capable. 

*7 
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284. S'agit-il d'élever un poids, de Peau par 
exemple , à une hauteur donnée? vous en élève- 
rez d'autant plus dans un temps donné , non que 
vous aurez exercé une plus grande quantité de 
force, mais que vous aurez consommé un plus 
grand moment d'activité. " 

285. Qu'il soit question de faire tourner la 
meule d'un moulin, soit par le choc de l'eau, 
soit par le vent , soit par la force des animaux , 
ce n'est pas à faire que lé choc de l'eau , de l'air , 
ou l'effort de l'animal soit le plus grand que vous 
devez vous attacher, mais à faire consommer à 
ces agens le plus grand moment d'activité pos- 
sible. 

286. Veut-on faire un vide quelconque dans 
l'air ? de quelque manière qu'on s'y prenne , il 
faudra, pour y parvenir, consommer un moment 
d'activité aussi grand que celui qui seroit néces- 
saire pour élever à trente-deux pieds de hauteur 
un volume d'eau égal au vide qu'on veut occa- 
sionner, 

287. Est-ce un vide dans une masse d'eau 
indéfinie comme la mer ? il faudra consommer 
pour cela le même moment d'activité que si la 
mer étoit un vide , le vide qu'on veut faire un 
volume d'eau de. mer, et qu'il fallût élever ce 
volume à la hauteur du niveau de la mer. 
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288. Est-ce dans un rase de figure donnée 
qu'il faut produire un vide ? On ne peut visible- 
ment y parvenir , sans faire monter le centré de 
gravité de la masse totale du fluide d'une quan- 
tité déterminée par la figure du vase ; il faudra 
donc consommer un moment d r activité égal à 
celui qui seroit nécessaire pour élever toute l'eau 
du vase d'une quantité égale à celle dont il faut 
que monte le centre de gravité du fluide. 

289. Dans une machine en repos, où. il. n'y a 
d'autre force à vaincre que l'inertie des corps, 
voulez-vous y faire naître un mouvement .quel-? 
conque par degrés insensibles? le moment d'acti- 
vité que vous aurez à consommer sera égal ,à la 
demi-somme des forces vives que vous y ferez- 
naître; et s'il est seulement question de changer 
le mouvement qu'elle a déjà ; le moment d'actif 
vite à consommer sera seulement la quantité dont 

« « ■ 

cette demi- somme augmentera par le change- 
ment. 

200. Enfin , supposons qu'on ait un système 
quelconque de corps, que ces corps s'attirent les 
uns les autres, en raison' d'une fonction quelcon- 
que de leurs distances ; supposons même , si Ton 
veut , que cette loi ne soit pas la mêmepour toutes 
les parties du système, c'est-à-dire, que cette 
attraction suive quelle loi on voudra ( pourvu 
qo'entre deux' corps donnés , elle ne varie quef 
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lorsquela distance de ces corps varie elle-même), 
et qu'il soit question de faire passer le système 
d'une position quelconque donnée à une autre : 
cela posé, quelle que soit la route qu'on fera 
prendre à chacun des corps, pour remplir cet 
objet , qu'on mette tous ces corps en mouvement 
à la fois, ou les uns après les autres, qu'on les 
conduise d'une place à l'autre, par un mouvement 
rectiligne ou curviligne, et varié d'une manière 
quelconque ( pourvu qu'il n'arrive aucun choo 
ni [changement brusque ) ; qu'on emploie enfin 
quelles machines on voudra, même à ressort, 
pourvu que dans ce cas , on remette à la fin les 
ressorts au même état de tension où on les a pris 
au premier instant ; le moment d* activité qu'au* 
ront à consommer, pour produire cet effet, les 
agens extérieurs employés à mouvoir ce système, 
sera toujours le même, en supposant que le sys- 
tème soit en repos au premier instant du mouve- 
ment , et au dernier. 

agi. Et si outre cela, il s'agit de faire naître 
dans le système un mouvement quelconque, ou 
qu'il soit déjà en mouvement au premier instant, 
et qu'il s'agisse de modifier ou changer ce mou- 
vement , le moment d'activité qu'auront à con- 
sommer les agens extérieurs, sera égal à, celui 
qif i l faudroit consommer , s'il s'agissoit seulement 
de changer la position du système, sans lui im- 
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primer de mouvement (c'est-à-dire considéré 
comme en repos au premier instant et au der- 
nier) ; plus , la moitié de la quantité dont il fau- 
dra augmenter la somme des forces vives. 

292. Il importe donc fort peu, quant à la 
dépense ou momentum d'activité à consommer, 
que les forces employées soient grandes ou pe- 
tites, qu'elles emploient telles ou telles machi- 
nes, qu'elles agissent simultanément ou non ; ce 
moment d'activité est toujours égal au produit 
d'une certaine force, par une vitesse et par un 
temps , ou la somme de plusieurs produits de 
cette nature ; et cette somme doit être toujours 
la même , de quelque manière qu'on s'y prenne : 
les agens ne gagneront donc jamais rien d'un 
côté , qu'ils ne le perdent de l'autre. 

293, Pour conclusion 5 qu'en général on ait 
un système quelconque de corps animés , de for - 
ces motrices quelconques , et que plusieurs agens 
extérieurs, comme des hommes ou des animaux , 
soient employés à mouvoir ce système en diffé- 
rentes manières quelconques, soit par eux-mêmes, 
soit par des machines : cela posé ; 

Quel que soit le changement occasionné dans 
le système , le moment d'activité , consommé 
pendant un temps quelconque par les puissan- 
ces extérieures > sera toujours égal à la moitié 
de la quantité dont la somme des forces vives 
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aura augmenté pendant ce temps , dans le sys- 
tème des corps auxquels elles sont appliquées : 
moins la moitié de la quantité dont auroit aug- 
menté cette même somme de forces vives, si 
chacun des corps s' é toit mu librement sur la 
courbe qu'il a décrite, en supposant qu'alors il 
eut éprouvé à chaque point de cette courbe, la 
même force motrice , que celle qu'il y éprouve 
réellement : pourvu , toujours , que le mouve- 
ment change par degrés insensibles , et que si 
Ton emploie des machines à ressorts , on laisse 
ces ressorts dans le même état de tension où on 
les a pris. 

FI N. 
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ERRATA. 



Page 6 , ligne 1 2 , au lieu de , et les idées ; lisez , et regar- 
der les idées. 

Page 27, ligne 4 , au lieu de , et d'un temps ; lis. par un 
temps. 

Page 35 , ligne 16, au lieu de, ou le mouvement ; lit. ou 

la quantité de mouvement. 
Page 43 , ligne 5 de la fin , au lien de, opéré et ; lis. opéré 

estimée dans le sens de la première. 
Page44>lig ne i5, an lieu de, géométrique ; lis, arbitraire. 
Idem , ligne 17, au lieu de, géométrique \ lis. arbitraire. 
Idem, ligne 18 , après, même corps*, lis. estimée dans le 

sens de cette quantité de mouvement perdue. 
Page 61 , ligne 2, au lieu de , dès la première ; lis. dans la 

première. 
Page 74 , ligne £ de la fin ; effacez fig. 
Page i3i, ligne 9 de la fin, après le mot mouvement; 

ajoutez perdue. 
Page 1 5 1 , ligue 11 ; effacez iv. 

Page i54 , ligne 7 de la fin , au lieu de /. M ; lis. fom. M. 
Page 191 , avant-dernière ligue, après gravité; lis. du sys- 
tème. 
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